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I. INTRODUCTION HISTORIQUE

A. Premiére phase de la mécanique quantique

Cette premiére phase se déroule entre 1900 et 1914.

Avant 1901, les lois de la physique (dite classique) étaient gouvernées par des équations différentielles continues
(voir le cours de mécanique analytique), p. ex. :


https://www.2spl.fr/web/content/610?unique=af543b48bb21b1ac5a204bce8e940bf144c7e6c9

— l’équation ’EULER-LAGRANGE :

— les équations de W. R. HAMILTON :

Il existe cependant des expériences qui ne sont pas compatibles avec ces équations continues et suggérent un
comportement discret, comme celles liées au corps noir. Les corps noirs sont objets idéaux qui absorbent la totalité des
radiations lumineuses incidentes (coefficient d’absorption 1). En imposant sa température a 'aide d’un thermostat,
un tel corps émet un rayonnement thermique, dont on mesure le spectre (intensité du rayonnement thermique en
fonction de la longueur d’onde). On observe alors que ces distributions ne dépendent que de la température du corps.
En particulier, quand la température 7" augmente, le maximum de longueur d’onde A\, diminue. Expérimentalement,
les radiations du soleil semblent correspondre a celles d’un corps noir a 6000 K. Ces expériences précédent plusieurs
tentatives d’explication théorique (on note dans la suite E Iénergie, E) la densité spectrale d’énergie en longueur
d’onde, A la longueur d’onde, v la fréquence, ¢ le flux, o la constante de W. WIEN et a une constante). G. KIRCHHOFF
établit la loi universelle i.e. la dépendance unique a la température T'. J. STEFAN et L. BOLTZMANN établissent la
relation :

+oo
E(T):/O AANE\(\,T) =aT* = ¢=o0T"

W. WIEN introduit la loi d’échelle :
Ex(\,T) = T°f(\T)

qui permettra & O. LUMMER d’établir la relation Ay, T = cste = 2990 pum - K~1.

La loi de W. WIEN ne marche que pour les petites longueurs d’ondes, et la loi de RAYLEIGH-JEANS ne fonctionne que
pour les grandes longueurs d’ondes, ce qui pose probléme. M. PLANCK introduit alors I'idée de quantum d’énergie.
Il est alors un des premiers & modéliser la matiére de fagon microscopique, qu’il modélise par la tarte a la créme
du physicien et de la physicienne : loscillateur harmonique (ici chargé), dont les échanges de rayonnements avec la
matiére sont discontinus : F = hw = hv. Finalement, M. PLANCK établit la formule :

8mch 1
)\5 ch
exp ( kBT/\> —1

qui introduit trois constantes fondamentales (h, ¢ et kg). Il donne alors une estimation relativement précise de h et
fournit au passage une estimation de kg dont la valeur n’était pas encore connue. M. PLANCK démontre également
que son hypothése des quanta d’énergie est suffisante pour expliquer les phénoménes observés.

E\x\T) =

Note I.1 (d’un point de vue général). Le corps noir est équivalent au mouvement brownien (mouwvement aléatoire des
particules de fluides observé par dépot de particules) dans la mesure ou, par le biais de la mécanique statistique,
on peut avoir accés aur MeEcanisSmes MmMicroSCoPLqUES.

Note I.2 (le bruit primordial (CMB)). Dans les années 60, deuz ingénieurs détectent un excés de bruit, qui se trouve
étre d’origine cosmique. Ce rayonnement aujourd’hui précisément mesuré (p. ex. par le satellite COBE) qui correspond
parfaitement & l’émission d’un corps noir de 2.73 K.

En 1911 a lieu un congres organisé par E. SOLVAY, ou H. POINCARE est présent. Ce congrés sera pour lui le point de
départ pour I'écriture de la démonstration de la nécessité des quanta d’énergie. Notre moustachu préféré A. EINSTEIN
écrit un article sur 'effet photoélectrique, puis le mouvement brownien et développe finalement les deux théories de
la relativité (restreinte puis générale). En 1923, A. H. COMPTON montre que I'impulsion associée au photon est aussi
quantifiée, en utilisant la loi de conservation de la quantité de mouvement :

h
p= i ou dit autrement p = hk
c

avec p la quantité de mouvement, et k le vecteur d’onde (relation de L. DE BROGLIE). Ces expériences montrent
I’aspect corpusculaire de la lumiére.



On observe que la lumiére émise par des arcs électriques au sein de gaz induit la formation de spectres de raies.
C’est N. BOHR qui permettra d’expliquer la formation de ces spectres & 'aide d’un modéle de I'atome. Dans celui-ci,
I’atome est composé d’un noyau autour duquel tournent les électrons selon une orbite circulaire. N. BOHR postule la
quantification de ’action :

%p-dlznh, neN

Cependant, avec ce modele, I’électron se « casse la figure » en perdant de I’énergie (en émettant un rayonnement).

G. L. HERTZ et J. FRANCK vont réaliser une expérience de diffusion inélastique d’électrons lents sur une vapeur
atomique. Cette expérience permet d’élever un électron d’un atome de mercure de 1’état fondamental vers I’état excité
avec une différence d’énergie AE = 4.9 eV si ’énergie émise £ > 4.9 eV, avant de revenir a I’état fondamental en
émettant un rayonnement ultraviolet. Le spectre émis est composé de raies de longueurs d’onde précises, montrant
ainsi l'existence de niveaux d’énergie discrets au sein des atomes.

B. Dualité onde-corpuscule

Il s’agit de la deuxiéme phase de la mécanique quantique, entre 1914 et 1924.

Il était une fois, I. NEWTON et C. HUYGENS tentent de mettre en place une théorie de la lumiére. Deux écoles se
forment : la théorie de ’émission (particules de lumiére, #team NEWTON) et la théorie des ondes (#team HUYGENS).
En 1666, Newton décompose la lumiére & I’aide d’un prisme et montre qu’en isolant une couleur du spectre, elle ne peut
pas étre de nouveau décomposée (E. DU CHATELET est d’ailleurs la premiére & traduire les principia mathematica). En
1801, T. YOUNG réalise ’expérience des doubles fentes mettant en lumiére (pun intended) la formation d’interférences,
validant la théorie ondulatoire.

,,,,, - - - -» axe optique

TS,
source planche de écran
lumineuse T. Youna

FIGURE 1 — Expérience des fentes de T. YOUNG.

L. DE BROGLIE va reprendre I'atome de N. BOHR et associer & I’électron une onde, en imposant que les orbites de
ces électrons soient stationnaires. Il considére alors des ondes stationnaires telles qu’on ait la condition de stationnarité
27ry, = nA avec A = h/p, d’o la quantification de I’action de N. BOHR :

yﬁp-dlznh

Il démontre alors que le postulat de N. BOHR est équivalent & 1’association d’une onde a I’électron avec A = h/p et en
considérant des ondes stationnaires. On a une dualité onde-corpuscule avec E = hw et p = hk. En effet, E et p sont
des grandeurs de la matiére, tandis que w et k sont des grandeurs ondulatoires. Cette théorie n’est alors pas encore
démontrée expérimentalement.

En 1912, W. H. et W. L. BRAGG analysent la structure des cristaux a ’aide des rayons X a ’aide de la loi n’utilisant
alors que les grandeurs ondulatoires : (n € N, d la distance inter-atomique)

nA = 2d sin(6)



En 1927, C. DAVISSON et L. GERMER réalisent une expérience similaire avec des électrons de basse énergie. Avec la
relation de L. DE BROGLIE, ces électrons ont une longueur d’onde A = 1.65 x 107!% m, soit 'ordre de grandeur des
la distance interatomique du cristal. Ils observent alors un maximum pour ’angle prédit par la loi de W. H et W. L.
BRAGG, vérifiant alors la théorie de L. DE BROGLIE. En 2001, 'effet KAPITZA-DIRAC est observé, phénomeéne prédit
en 1933, donnant un résultat similaire en remplagant le cristal par de la lumiére (laser). Les motifs de diffraction de
M. vON LAUE permettent d’étudier la structure cristalline a 1’aide de rayons X ou d’électrons. Il s’agit désormais
de vérifier le caractére ondulatoire d’autres particules. C’est chose faite en 1970 pour le neutron, découvert en 1932.
L’expérience a nécessité la production de neutrons de trés faible énergie (E ~ 0.01 eV), dit ultra-froids. En 1992,
I'expérience de T. YOUNG est réalisée en utilisant des atomes. En 1999, A. ZEILINGER réalise une expérience similaire
avec des molécules de taille d ~ 1 x 1072 m avec le Fulleréne Cgg. En 2019, il a été démontré qu’une molécule de 2000
atomes présentait un caractére ondulatoire.

C. Elaboration de la théorie quantique

Cette phase se déroule entre 1923 et 1930.

En 1927 a lieu un congrés de E. SOLVAY, ot participe notre moustachu préféré, A. EINSTEIN, mais aussi P. A. M.
DIrAC, L. DE BROGLIE, W. PAULI, E. SCHRODINGER, W. HEISENBERG et al.

W. HEISENBERG avait développé en 1925 une « mécanique matricielle » qui repose sur la relation d’indétermination :
h
ArAp, > 5

E. SCHRODINGER est un spécialiste des ondes. Concuremment & W. HEISENBERG, il avait publié en 1926 plusieurs
papiers dans Annalen der Physik qui posent les bases de la « mécanique ondulatoire » :

HY =EV

C’est P. A. M. DIRAC qui montrera que ces deux approches sont en fait strictement équivalentes.

En 1926, M. BORNE interpréte des collision atomiques a ’aide du modéle probabiliste de I’atome, appelée interpré-
tation de I’école de Copenhague.

dP(z,t) = |¥(z,t)]* dz

ou PP représente la probabilité de présence de 1’électron et W la fonction d’onde étudiée.

En 1925, O. STERN et W. GERLACH réalisent une expérience consistant & faire passer un jet d’atomes d’argent
(dipdles magnétiques) dans Uentrefer d’un aimant, ou il existe un gradient de champ magnétique, formant alors deux
taches sur un écran placé en sortie du dispositif. En effet, avec F 1’énergie, B le champ magnétique, F' la force associée
a I’énergie E et p le moment magnétique :

E=u-B, F=-VE

Comme 'atome d’argent a un moment cinétique nul, son magnétique devrait étre nul aussi et aucune déviation ne
devrait étre observée. Cette expérience montre non seuelement que 'atome d’argent posséde un moment magnétique
intrinséque mais aussi que celui est quantifié. C’est W. PAauLl, N. BOHR, G. UHLENBECK et S. GOUDSMITH qui
proposeront en 1925 la notion du spin de Iélectron, pouvant prendre deux valeurs s = +h/2. En 1928, P. A. M.
DIRAC propose une extension de I’équation de E. SCHRODINGER :

(iv"0, —mo)¥ =0

ot ¥ est un bispineur, montrant l'existence du spin et prédisant lexistence des anti-particules. Le positron (anti-
électron) est découvert en 1931 par C. ANDERSON dans une chambre de C. WILSON.



II. EQUATION DE E. SCHRODINGER

On s’intéresse ici a I'interprétation proposée par E. SCHRODINGER en 1926, en terme de fonction d’onde, qui fait
partie des nombreuses interprétations possibles de la mécanique quantique.

Note II.1. La comparaison des grandeurs d’un systéme avec h permet de déterminer si l’'on a ou non besoin besoin
de la mécanique quantique.

[A] = Action = ML*T~*
Exemple I1.2. On considére une montre : 7 ~1s, m ~107% kg et d ~ 10™* m. Ici :
A =mddr—' ~ 10?2k > h = mécanique classique

Exemple I1.3. On considére un noyau atomique : d ~ 107 m, m ~ 10727 kg et Ejjaison = 8 MeV ~ 10710 J,
donc :

A= (mE)Y?d ~ 0.5k % h = mécanique quantique

A. Equation de E. SCHRODINGER pour une particule libre

Faute de description physique de ’onde associée a une particule, il semble que cette onde soit localisée au voisinage
du corpuscule. Soit ¥(r,t) cette onde. Cette onde localisée correspond au train d’onde ou paquet d’ondes, ce qui
revient & une superposition linéaire d’ondes planes.

Remarque I1.4. On appelle onde de L. DE BROGLIE une onde de la forme :
\I,Oe—i(Et—p-r)/h

Cette forme correspond en fait a l'application des relations de L. DE BROGLIE :
E=hw
p ="k

efi(wtfk-r)

a une onde plane :

Soient w et k la fréquence angulaire et le vecteur d’onde. On peut décomposer une fonction d’onde arbitraire sur
une base d’ondes planes :

wnw:/ﬁwﬂmﬂm*ﬂ (1)

ol f(w) est le spectre. Avec les relations de PLANCK-DE BROGLIE, I’expression devient :

Wr,t) = [ do fl)e P @
p: (pzapyapz) donc p-r = p,x + DyY + P22 On a:
ov  iE
a = h ®)
et :
p2
V20 = v (4)
d’ou :
ov  h? P2\ .
p T = e a i(Et—p-r)/h
ih 5 + 2m\I! /dw f(w) <E 2m> e (5)

Si on suppose que la particule se déplace librement, alors E = p?/(2m), on a alors 'équation de E. SCHRODINGER
pour une particule libre dans un état quelconque d’énergie F :
o¥(r,t)  h

2
L OV, 1) 2
ih o 2mv U(r,t) (6)



B. Propagation d’un paquet d’ondes : vitesse de groupe

Pour simplifier, on raisonne sur une onde & une seule dimension. Considérons une superposition linéaire d’ondes
planes de la forme :

h(w, 1) = / ks el (“t=k2) g ) (M)

ou w = w(k) est fonction de k i.e. il existe une relation de dispersion pour cette onde, et ou g(k) est choisi tel
que [dk|g(x)|?> = [dx|h(z,t)|> = 1. On fait I'hypothése que D’étalement de la fonction g(k) autour de son centre
ko = [dk k|g(k)|? est suffisamment faible pour que le développement au premier ordre soit valable pour toutes les
valeurs de k ou g(k) prend des valeurs non négligeables. On a alors :

w(k) = wo + vg(k — ko) (8)
avec wo = w(ko) et vg = dw/dk |k:k0 la vitesse de groupe du paquet d’ondes. En reportant dans , on obtient :
h(z,t) = elFovat=wollp (5t 0) (9)

d’otut :
[h(z, 1) = |h(z — vyt, 0)]? (10)

Cette équation démontre que la probabilité de présence en mécanique quantique se propage le long de l'axe = a la
vitesse vy. Cette vitesse est en général différente de la vitesse de phase des ondes progressives monochromatiques qui
forment le paquet d’ondes v, = w/|k|. Pour des ondes de L. DE BROGLIE, on a hw = p*/(2m), d’ou :

hk? dw Rk
Si la largeur Ap de o(p)? (resp. Ak de |g(k)|?) est petite devant la valeur moyenne py (resp. pg) on a :
Po
vg = et po = hko (12)

Ainsi la vitesse de propagation du paquet d’ondes est celles d’une particule classique d’impulsion égale & la valeur
moyenne du paquet d’onde. Un milieu dispersif est un milieu ou la vitesse de phase dépend de la longueur d’onde.
Pour une onde de L. DE BROGLIE, on a v, = w/k donc le milieu dans lequel se déplace une telle onde est dispersif.

C. Régle de quantification

Pour une particule libre, si on compare ’équation classique :

p2

_ P 13
2m (13)
avec :
. 0¥(r,t) R _,
h———— = ——V*U(r,t 14
i = — LV, (14
on voit qu’a chaque grandeur classique correspond un opérateur différentiel agissant sur la fonction d’onde W. Ainsi :
E —ihg
s oo e (15)
p° — —h*V?® = p° — —ihV
Si maintenant la particule posséde une énergie potentielle U(r,t), on peut écrire :
E=1-+U(rt) (16)
.3 0V (r, 2
2D — (L2 4 U, 1)) w(r,t)

On peut alors voir U comme un opérateur agissant par simple multiplication scalaire sur la fonction d’onde. En
mécanique classique, I'énergie p?/(2m) + U(r,t) est I'hamiltonien H du systéme. En mécanique quantique, il lui
correspond 'opérateur H = —[h?/(2m)]V? + U. Ainsi, 'équation devient équivalente a :

0¥ (r,t)

ih=—p = HU(r,t) (17)



D. Reégles de formation de I’équation de E. SCHRODINGER

Considérons N particules avec (z;, y;, z;) les coordonnées cartésiennes de la particule i. H dépend de 3N coordonnées
et de leurs impulsions conjuguées respectives (pz,i, Dy,i; Pz,i). Classiquement, on a :

E=H((z,y, )1, (2,9, 2)Ns (P2 Pys P2)1s - - -y (Pas Py, P2)N) (18)
L’état dynamique du systéme quantique est représenté par une fonction ¥ :
\I/((x,y,z)l,...(x,y,z)N,t) (19)

définie dans l'espace de configuration & 3N dimensions, et qui est solution de I’équation de E. SCHRODINGER :

A (9, 2)1, o (0,200 8) = 10 (2D (9,2, (20)

Remarque I1.5. L’espace des phases a 6N dimensions. L’équivalent de l’équation de E. SCHRODINGER en espace
des phases est l’équation intégro-différentielle complexe de E. WIGNER.

Exemple I1.6. On considére un oscillateur harmonique a une dimension représenté figure [

k

au repos W m

% x

O

FIGURE 2 — Oscillateur harmonique & une dimension.

Ona :
p2 1
H(J?,pz,t) = ’H(m,pw) =T+U=-"%+ ,ka
2m 2 (21)
8\I/($7y) 9 h2 2 1 2
1 ot HY(x,t) 2mV + Qkx (z,1)

Exemple I1.7. On considére un atome d’hydrogéne, ot R (resp. r) est le vecteur position du proton (resp. électron)
et P (resp. p) son vecteur impulsion. On a deux particules dans un espace a trois dimensions, donc 6 coordonnées et
6 impulsions & considérer. Le proton a une charge +e > 0 et une masse m, tandis que l’électron a une charge —e < 0
et une masse me <K mp. L’opérateur hamiltonien du systéme est :

. 152 52 e2
A= b 2 S
2Tnp 2'rne 47TE()|R - I‘|

(22)

Avec V‘% (resp. V?2) le laplacien relatif aux coordonnées de R (resp. r). L’équation de E. SCHRODINGER a pour
expression :

hZ h2 2
TARCARA S Y (A v SR ol v B
at 2my 2me dmeo|R — 7

) U(R,r,1) (23)

E. Propriétés de I’équation de E. SCHRODINGER

— Si WUy et ¥y sont des solutions de ’équation de E. SCHRODINGER, alors toute combinaison linéaire de ces fonctions
est aussi solution de I’équation (principe de superposition).

— ihW = HU est une équation différentielle du premier ordre par rapport au temps. Ainsi, la connaissance de ¥ a
un instant donnée permet de déterminer toute son évolution.

— W est une fonction & valeurs complexes.



F. Interprétation probabiliste des fonctions d’onde

L’interprétation probabiliste est due & M. BORN (1926). Soit P(r,t) la densité de probabilité de présence a I'instant

t. On d1:
P(r,t) =W (r,£)¥(r,t) = [U(r, )| (24)

La probabilité de trouver la particule dans un volume fini V' a l'instant ¢ est donc égale a :

t) = ///V d3r P(r,t) (25)

Cette égalité implique que la fonction d’onde doit étre de carré intégrable, en particulier :

Vi, // d*r P(r,t) =1 (26)

La définition se généralise & un nombre quelconque de particules. Par exemple, pour deux particules, on a
P(rq,r2,t) = |¥(ry,ra,t)|% Ainsi, P(ry,r2,t)d*r;d®ry est la probabilité de trouver la particule 1 dans I’élément de
volume d3rq et la particule 2 dans I’élément de volume d®ry. On a bien dans ce cas :

Vt, //////es dBrq ey P(ry,ro,t) =1 (27)

Si les deux particules n’interagissant pas entre elles, alors les probabilités sont indépendantes, donc :
P(r1,r2,1) = |¥(r1, 2, 1)) (28)
= [y (r1,8)[* x [Wa(r2, 8] (29)

Ce qui implique que ¥(rq,ro,t) = Uyi(ry,t) x Yo(ry,t).

G. Propriétés des fonctions d’onde

a. Coefficient de normalisation. Si ¥(r,t) est une fonction de carré sommable non normalisée, alors :

/// e N2|U(r, t)]* = (30)
oul NV est le coefficient de normalisation.

b. Facteur de phase. Les densités de probabilité WW* ne sont pas affectées si I’on multiplie la fonction d’onde
par un facteur de phase e'® oil « est un nombre réel quelconque. Ainsi les fonctions d’onde sont définies a un facteur
de phase prés.

c. Fonction d’onde dans [’espace des impulsions. Si 'on envisage de mesurer I'impulsion de la particule, on
pourra seulement définir la probabilité de trouver 'impulsion dans un certain domaine de I’espace des impulsions. On
introduit la transformée de C. FOURIER (TPED ¢(p,t) de U(r,t) :

o(p,t) = 3/2/// Pr¥(r,t)e —ip-r/h (31)

On peut également établir la fonction d’onde ¥(r,t) a partir de sa TF avec la transformée inverse TF !

Ve t) = o ]| 4P ote e (32)

Note I1.8. Plus généralement, la puissance 3/2 correspond en fait 4 n/2 avec n le nombre de dimensions de l’espace
de configuration.

1. On note Vz € C, z* le conjugué complexe de z.
2. Correspond également & « tarte flambée ».
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Remarque I1.9. En utilisant la relation conjuguée :

* o 1 3. ok / —i /-I‘/h
U*(r,t) = (2wh)3/2 ///espd p' ¢ (p',t)e (33)

[ v v e = oy [[[][f @pas o e x [ dreern (34)

De plus, avec [[[ d*r lP=P)r/h — (27 1)36(p — '), 0w § est la fonction delta de P. DIRAC on obtient :

///d3r\I/(r,t)\I!*(r,t) =1 (35)

Remarque I1.10. La densité de probabilité P(p,t) donnant la probabilité P(p,t)d3p de trouver une valeur de
Uimpulsion dans un élément de volume d°p est définie par :

P(p,t) = ¢"(p,1)é(p, 1) = |6(p, 1) (36)

d. Valeurs moyennes. Soit F(r) une fonction quelconque des coordonnées des particules, on définit la valeur
moyenne des mesures de F(r) effectuées sur un trés grand nombre de particules identiques, indépendantes les unes

des autres par :
— // d®r P(r,t)F(r) (37)

Par exemple, la coordonnée x de la particule est donnée par :

£ = // &0 (r, ) U (r, 1) (38)

De méme, la valeur moyenne d’une fonction G(p) est définie par :

/] 4p & (p, )G(P)6(p, 1) (39)

Par exemple, la valeur moyenne de p, est donnée par :

/ﬂdgpqﬁ P, 1)p2¢(p,t) 1h///d3 aig(r’t) (40)

On retrouve la régle de quantification précédemment exposée : p, — ih%.

On obtient :

Démonstration. On se limite au cas 1D (p = p,) :

(p) (t) = / dp ¢*(p,t)pd(p,t) ainsi E, = —ha, = a, = f%

Par transformation de FOURIER :

o(p,t) = /dajw x,t)e PE/h ot ! t)elrr'
V2rh
Alors :
/dp¢*p¢ = L///dpdmdx’ P =) hap* (3 1) —ihﬁw(x,t)
V2rh Oox
On utilise :

/dpei”(‘”/_‘”)/h = 21hé(x — ')
ce qui donne :

/dp¢ P = —lh/dw (2, 1) S, 1)
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e. Relation d’incertitude de W. HEISENBERG. L’extension spatiale du paquet d’ondes ¥(r,t) = [ dw f(w)e i(wt=k)
engendre une certaine indétermination sur la position de la particule puisqu’on ne connait pas la structure onde-
particule. Si on utilise 'interprétation statistique de la fonction d’onde, on peut employer les notions classiques
associées a la statistique. Pour simplifier, on va considérer un movement 1D (z,p,).

On note Az 'écart quadratique moyen de la distribution |¥(z)[*. On a par définition :
Ax=+/{(z—(z)?) =0 (42)
C’est ’écart type, la déviation standard ou encore I'erreur. De méme pour p, on a :

Apy = V{(pe = (P2))?) (43)

On démontre alors en 1D la relation d’incertitude de W. HEISENBERG (1927) :

h
AzxAp, > 3 (44)

On ne pourra jamais, lors d’'une mesure, attribuer simultanément une position et une impulsion rigoureusement
précises a une particule quantique. En 3D, on a :

Vi €,{x,y, 2z}, Ailp; > g (45)

On remarque que cette inégalité fait intervenir des couples de variables canoniquement conjuguées.

f- Particule dans un état stationnaire. On cherche & étudier les états dans lesquels \\Il|2 est indépendant du temps,
et on peut écrire |U(r,t)|* = |o(r)]?, doit U(r,t) = ¢(r)e™ avec a € R. Si Phamiltonien classique ne dépend pas
explicitement du temps, il est égal a l'énergie H(x,p) = E. Celle-ci, dans un état donné du systéme, a une valeur
déterminée F, et qui restera constante au cours du temps. Ces états sont les états stationnaires du systéme. Soit
U(r,t) la fonction d’onde de Iétat stationnaire n. On a W, (r,t) = p(r)el*=*. Si on reporte dans I'’équation de E.
SCHRODINGER on obtient :

i, = HU, = E,U = il X iogpnel®t = E,p,elont
Donc :
U, (r,t) = @p(r)elPnt/h (46)

Les fonction ¢,,(r) et les énergies E,, sont déterminées par I’équation :

7:l‘pn = Ln¥n (47)

C’est I’équation de E. SCHRODINGER des états stationnaires (équation différentielle). Les valeurs de E' peuvent former
un ensemble continu ou discret appelé spectre. L’état stationnaire correspondant a la plus petite valeur de E est
appelé l'état fondamental du systéme. La plupart des systémes admettent un spectre discret de basse énergie et un
spectre continu de haute énergie.
— Les états du spectre discret :
— ont une énergie totale inférieure aux barriéres de potentiel vues par le systéme : il s’agit d’états classiquement
liés ;
— ont une fonction d’onde qui décroit exponentiellement vers 0 dans la région classiquement interdite : il est
possible mais peu probable que le systéme traverse la barriére de potentiel (c’est effet tunnel) ;
— ont une fonction d’onde normalisable : fd3r|¢)n(r)\2 = 1, il s’agit donc d’une véritable fonction d’onde
physique qui admet une interprétation probabiliste.
— Les états du spectre continu :
— ont une énergie totale supérieure aux barriéres de potentiel vues par le systéme : il s’agit d’états de diffusion ;
— ont une fonction d’onde qui ne tend pas vers 0 a l'infini;
— ont une fonction d’onde non normalisable :
Ainsi les conditions aux bords d’un systéme (le fait qu'un systéme soit lié) sont profondément reliées a la quantifi-
cation (le fait que le spectre soit discret).
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g. Densité de courant de probabilité — équation de continuité. Soit W(r,t) solution de l’équation i = HU.
L’intégrale []] fv d3r |\I/|2 calculée sur un volume V fini est la probabilité de présence de la particule dans ce volume.

Ona:
d 3y |2 — sp (g0% L 0¥ —i/// r (TR -
dt///vdr|\ll| _///Vdr(\llat—&—\lf 8t>_h Vdr(\I/’H\I/ T HD) (48)

On a utilise H = —[h%/(2m)]V2 + U et ih¥ = H¥ = —ih®* = HTT*. On fait I'hypothése que I'hamiltonien du
systéme est hermitien i.e. H' = H (les énergies des états stationnaire sont réelles, on verra cela en détail au prochain
chapitre). On a I'inégalité suivante :

UVAU* — U*V20 = V. (UVI* — U*V ) (49)

i//vd%\pﬁz—//vd?’rvj (50)

ott j = i(IVU* — U*VW)/(2m) = (IpT¥* — U*pW)/(2m) avec p = —iAV. En utilisant le théoréme de G. G.

STOKES, on peut réécrire (50) comme :
d 31wl — a2
— &r ¢ =— || j-d°r (51)
dt JIJv s

Cette relation est facile a démontrer en 1D. En 3D, il faut utiliser les régles sur les opérateurs différentiels. j est le
vecteur densité de courant de probabilité, i.e. la densité de probabilité que la particule traverse cette surface dans
I'unité de temps. On a finalement 1’équation de continuité sous sa forme locale :

Ainsi :

C(|]| s

On peut faire ’analogie avec les autres équation de continuité, par exemple issues des équations de MAXWELL. Cette
analogie a stirement inspiré D. BOHM pour établir son interprétation de la mécanique quantique.

III. FORMALISME DE LA MECANIQUE QUANTIQUE
A. Types d’opérateurs linéaires
1.  Définition
On appelle opérateur un objet mathématique qui transforme un élément d’un ensemble en un autre élément de ce
méme ensemble :
U = AU (53)

ou ¥ et ¥ appartiennent & € un espace vectoriel & n dimensions sur le corps des nombres complexes C. ¥ et ¥’ sont
des vecteurs de €.
— A est un opérateur lindaire si V(¥, ®) € €2, V(\;,\2) € C? on a:

AMT + Xo®) = M AT + \,AD (54)
— L’addition des opérateurs :
A: U= AU, B: U BU, A+B : U (A+ BT
— Le produit de A et B est noté AB, c’est un opérateur tel que :
ABVU = A(BVD) (55)

— L’inverse d’un opérateur ¥’ = AW est par définition ¥ = A1 et A~1A = AA~! = | (opérateur identité) ;
— Le commutateur de deux opérateurs est donné par :

[A,B] = AB— BA (56)
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2. Produit scalaire

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel € une opération qui & tout couple (¥, ®) € €2 associe un nombre
complexe noté (V|®P) satisfaisant aux propriétés vues en mathématiques. On appelle espace préhilbertien un espace
vectoriel muni d’un produit scalaire.

3. Adjoint d’un opérateur

Soit € un espace préhilbertien complexe et soit A un opérateur linéaire sur €. S’il existe un opérateur At sur € tel
qu’on ait :

V(U,®) € €2, (U|AD) = (ATU|®) (57)

alors AT est appelé l'opérateur adjoint de A. 11 vérifie :
— (Ahf = A;
— (MNA)T = A+ AT,
— (AT + BY) est Padjoint de (A + B);
— (AB)T = BT At
Voir le cours de mathématiques pour plus de détails.

4. Opérateur hermitique

Un opérateur A est dit hermitien, hermitique ou auto-adjoint si :
A=At (58)

En mécanique quantique, ils correspondent aux observables car sont des opérateurs présentant des valeurs propres
réelles. Ils vérifient les propriétés suivantes :

— la somme de deux opérateurs hermitiques est un opérateur hermitique;

— le produit d’un opérateur hermitique par un réel est un opérateur hermitique;

— le produit de deux opérateurs hermitique n’est hermitique que si et seulement si [A, B] =0;

— si un opérateur est hermitique et inversible, alors son inverse est aussi hermitique;

— si A est hermitique, alors (U|A®) = (B|AV)”.

5. Opérateur unitaire

Un opérateur A est dit unitaire si :
AAT = ATA =1 (59)

On peut citer par exemple les opérateurs translation dans le temps Usy = e~Hot/h oy translation dans I’espace
Tse = eP=02/7 (voir not. 11 vérifie les propriétés :

— Tl'opérateur unitaire conserve le produit scalaire donc (AU[A®) = (¥|®) ;

— le produit de deux opérateurs unitaires est un opérateur unitaire; A R

— un opérateur unitaire peut toujours s’écrire comme la somme A = B+iC ou B et C sont hermitiques, commutent

et sont donnés par B = (A + AT)/2 et C =i(AT — 4)/2.

3. En effet, et Pz sont des observables, donc hermitiques, donc vérifient HT = H et 131; = pg. Vérifiez que 'exponentielle complexe
d’un opérateur hermitique est unitaire.
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6. Fonction d’opérateur

Soit F'(z) une fonction analytique de z, i.e. qui peut s’écrire comme une série entiére :

+o0
x) = Z anx” (60)
n=0

Ainsi, toute fonction analytique définit de la méme facon une fonction d’opérateur :

+oo
A) = a, A (61)
n=0
Dans ce cas, F(A) est un opérateur. Par exemple, eA = ::6 ATT Pour que lopérateur F(A) existe, il faut que la
série converge, ce qui dépend des valeurs propres de A et du rayon de convergence de F(x).

7. Espace produit tensoriel

Soient €, et ¢, deux espace vectoriels de dimension finies respectivement p et ¢, ¥; € €, et ®; € €;. On a
Cpq = €, ® &, I'espace produit tensoriel des espaces vectoriels €, et €,. Il est de dimension p x g. Soit A (resp B) un
opérateur de 'espace vectoriel €, (resp. €,), alors C = A® B est un opérateur qui agit sur un vecteur A = V@ ® € ¢,

par CA = (A\I/) ® (B@) L’opérateur C est l'opérateur produit tensoriel des opérateurs A et B et le vecteur A est le
vecteur produit tensoriel des vecteurs ¥ et ®. Refﬁ fournit de plus amples détails sur les espaces produits tensoriels.

B. Vecteurs propres et valeurs propres

Soit A un opérateur linéaire. Si ¥ est un vecteur tel que :
AU = \T (62)

alors ¥ est un vecteur propre de 'opérateur A et le nombre complexe A est appelé la valeur propre de A relative au
vecteur propre W. Le spectre est ’ensemble des valeurs propres et peut étre discret ou continu. Lorsqu’a une méme
valeur propre correspondent plusieurs vecteurs propres linéairement indépendants on dit que la valeur propre est
dégénérée. Le nombre de vecteurs propres associés & une méme valeur propre est I'ordre de la dégénérescence. Soient
(o, B) € C2, (T, ®) € €2 tels que AV = N\ et AD = A, alors e AU+ AP = A(aV+ D) = A(aV+ ). Ainsi, toute
com})mmson linéaire a® + V¥ des vecteurs propres associés a une méme valeur propre A est encore un vecteur propre
de A pour cette méme valeur propre. L’ensemble des vecteurs propres associés & A\, noté €, = {0 € € | AV = AU}, est
donc un sous-espace vectoriel appelé sous-espace propre associé a A. Sa dimension dim(€) ) est ’ordre de dégénérescence
de la valeur propre .

1. Opérateurs hermitiques

Théoréme II1.1. Toutes les valeurs propres d’un opérateur hermitique sont réelles.

Théoréme II1.2. Deux vecteurs propres d’un opérateur hermitique correspondant a des valeurs propres distinctes
sont orthogonauz entre eu.

La réciproque de ces deux propriétés ci-dessus est également vérifiée : si un opérateur a toutes ses valeurs propres
réelles et si les vecteurs propres associés & deux valeurs propres distinctes sont perpendiculaires entre eux, alors
Popérateurs est hermitique.

4. L. Delafosse, A construction of the quantum state space, Stras. Stud. Phys. Lett. 1, 0202 (2025),


https://www.2spl.fr/web/content/610?unique=af543b48bb21b1ac5a204bce8e940bf144c7e6c9
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Démonstration.

AU = AU, (TAD) = (U|AT) = A\ (T|T)  or (U|AD) = (AT|D)" = (U|ATO)" = (U|AD)" = \* (U|D)
=>A=XA"=>)XeR

Orthogonalité des vecteurs propres :

AU = \U, AD = XD, A # Ao
(U[AD) = X (U|D), (AU|D) = A (U|®) = Ay (P|®), (P|AP) = (AT¥|D) = (AV|D) (63)
= A —A)(TP)=0= (V[®)=0=T L &

2. Fonction d’opérateur
Proposition IT1.3. On a pour F une fonction analytique :
AD =)0 = F(A)d=F\)d

Démonstration. On a A2® = A(A®) = A(A\®) = NA® = \2®. Par une récurrence immédiate, A"® = \"®. F étant
analytique, on peut écrire :

+oo “+o0
F(A)2 =" fA" =Y [,A"® = F(\)
n=0 n=0

8. Opérateurs qui commutent

Soient /AlAet B deux opérateurs qui commutent, alors AB = BA. Sion a AU = \U, alors BU est aussi un vecteur
propre de A associé a la méme valeur propre .
— Si A est non dégénérée, alors W est vecteur propre de B avec une valeur propre o .
— Si A est dégénérée, alors BY appartient au sous-espace formé par les vecteurs propres de A associé a la valeur
propre A. Il s’agit donc d’un sous-espace stable sous ’action de B.

Exemple II1.4. (Opérateurs qui commutent) On considére l’opérateur parité d’espace

On a par ailleurs :

Donc :
e==l1

— Sie=1, alors I¥(z) = U(—x) = U(z), la fonction est paire ;
— Sie= -1, alors 1Y (z) = U(—z) = =¥ (z), la fonction est impaire.
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L’opérateur parité a pour vecteurs propres les fonctions impaires et paires.
On considére le potentiel Ve, —a <z <a=U(x) =0; 2 < —aouzx >a=U(xr) =00, on aU(z) = U(-x). Il
s’agit donc d’un potentiel pair assez général. On cherche le commutateur de ’hamiltonien et de l'opérateur parité.

[(H, 1) U (x) = HITW(2) — DR (z) = HU(—z) + 11

On pose ¢1 = HU(—x) et ¢y = ﬁ(—h—QBQ\P(z) + U(x)\IJ(z))

2m  Oz?
h? 0%V (—x)
1= —5— T 5+ Ula)¥(—a)
h? 9%V (—x)
b2 = —5 - + U(-a)¥(-2)
Or U(—z) =U(x) donc ¢1 = ¢o. Alors :
[H,11] =0

H et 11 ont donc le méme systeme de vecteurs propres, et Hoa pour fonctions propres des fonctions paires et impaires.

C. Matrice d’un opérateur
1. Défintion

Les opérateurs agissant sur les vecteurs d’un espace vectoriel sont des étres mathématiques définis indépendamment
de toute base de l'espace considéré. Le choix d'une base permet d’écrire explicitement un opérateur sous la forme
d’une matrice qui constitue une représentation de celui-ci. Soient A un opérateur linéaire, ¥ € € de dimension finie
et {¢;}, les vecteurs formant une base orthonormée de €. On a :

U=> ¢ (64)
ou les coefficients ¢; sont les composantes de ¥ sur la base des {¢;},. On a de plus :
U = AU = Azci@ = ZCzA@ (65)
avec :

Ag; = Z Q;,jPj (66)
J

or <¢j|fl¢i> =k ki (0j]|Pk) = D) aridjx = aj; donc les nombres complexes a;; constituent les éléments de matrice
de l'opérateur A dans la base {¢;},. Dans un espace vectoriel de dimension n, on a :

ail - Qin
A= : : (67)
an,1 " Qpn

2.  Propriétés

On a les propriétés suivantes :
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— Si C':a/l—i—ﬁf? alors C = aA + 8B;

— Si C = AB alors C = AB;

— Soit A un opérateur linaire, on a At son adjoint, on &°| aj , = azyj ; la matrice adjointe de la matrice A est la
transposée conjuguee notée .AT

— Si 'opérateur A est hermitique, alors A= AJr donc aJr k =0y = ag; : les élements diagonaux sont donc réels;

— On a la trace de la matrice A définie par Tr(A) = Z a;; et invariante par permutation circulaire.

Exemple IIL.5. On associe o A la matrice A = ( ) Ona Al = (b* d*) la matrice associée & Al

Les éléments de la matrice notée d“{i‘ représentent Popérateur 4 —a L ot sont donnés par :
<d.A> _ dam
da irj da

8. Changement de base

On considére le changement de base {¢;}, — {(p;}] On définit P la matrice de changement de base, p; ; ses
éléments, on a :

=D _Pij¥;
i

Soient A la matrice de Popérateur A dans la base {¢;}, et A’ sa matrice dans la base {¥)} jona:

A =P tAP (68)
En utilisant la formule de la trace du produit de trois matrices, on a :

Tr(A') = Tr(P ' AP) = Tr (PP~ A) = Tr(A) (69)
Ainsi, la trace d’'une matrice est invariante par changement de base.
D. Espace de HILBERT
1. Défintion
Soit ¥(g) une fonction d’onde normalisable, i.e. dont I'intégrale sur le domaine de définition ® existe :

/ dq U () T (q) = / dg ¥ (q)? (70)
D D

La notation ¢ désigne l’ensemble des coordonnées de 'espace de configuration. De telles fonctions sont appelées
fonctions de carré sommable et constituent un espace vectoriel de dimension infinie noté L?(®). Cet espace vectoriel
est muni d’un produit scalaire défini par :

(W, 8) € (L3(D))°, (V]2) = / dq " ()®(g) (71)
D
On a alors la norme d’un vecteur de L?(®) qui s’écrit :
VU € L2(D), || = (T]T) = /@ dq|¥(q)? (72)

Les espaces vectoriels L?(®) normés sont des exemples d’espaces de HILBERT notés plus généralement $).

5. Pour la matrice de Popérateur At adjoint de A, on a ai, = = (¢;|Adr)* = (Agrlo;) = (on]ATp;) = aL donc on a bien a;r =aj ;.



18

2.  Base orthonormée

{¢;}; est un systéme orthonormé si :

V(i,j) € N, (il¢;) = bi; (73)
Soit {¢j} ; une suite orthonormée de vecteurs de §), cette suite est une base orthonormeée de § si :
+o0
Ve, f= (flei) ¢ (74)
j=0

A partir de cette relation, on peut énoncer 'égalité de PARSEVALE :

+o0 too
(f,9) € 9% (flg) = D (1165) (05l9) = IFI° = (F1F) = D_ sl (75)
=0 i=0
Démonstration. On a f = ;:8 19} flo;) et 1= j:g |@;iX@j]. Alors :
+o0o
(flg) = (f1e5) (%519)
§=0
Sig=f, alors:
+oo +oo
I =1F1 =D Floa) (651h) = D Hesl O
j=0 j=0

8. Vecteurs d’état et notation de DIRAC

a. Notation de P.A.M. DIRAC. La fonction d’onde n’est qu'une fagon possible de représenter 1’état d’un systéme
quantique. La transformée de Fourier d’une fonction d’onde en est par exemple une représentation complétement
équivalente, qui n’a pas plus de légitimité physique que la fonction d’onde elle-méme. Pour s’abstraire de ce mode de
représentation particulier, on considére la fonction d’onde comme un vecteur abstrait d’un espace de Hilbert complexe
$ de dimension infinie, en omettant complétement qu’il peut s’agir d’une fonction & valeurs complexes prenant ses
arguments dans un certain domaine. On appelle ces vecteurs abstraits des vecteurs d’état ou des kets et on les note | - ).
On peut associer a tout ket un vecteur de ’espace dual (une forme linéaire sur $)) qu’on appelle un bra et qu’on note
(-]. Le braket (-|-) est donc l'application d’une forme linéaire a un vecteur et correspond alors au produit scalaire,
ce que la notation suggére effectivement.

Une réalisation est alors un mode de description particuliers des vecteurs d’état obtenu en choisissant une base
discréte ou continue de ).

b. Réalisation r. Pour retrouver les fonctions d’onde usuelles & partir des vecteurs d’état, on choisit une base
continue de $) qu’on note {|r)} .. Chaque ket |r) décrit alors un systéme localisé a la position r (on se place en 1D par
simplicité, mais cet argument s’étend sans difficulté aux dimensions supérieures). On verra plus tard que ces vecteurs
sont des vecteurs propres de 'opérateur de position R. La fonction d’onde est la décomposition du vecteur d’état dans
cette base particuliére :

+oo
w= [ ar gl (76)
P ——
=W(r)
Notamment, si on prend |¥) = |r’), on obtient :
(rir"y =68(r —r") (77)

La fonction d’onde d’un état |r) est donc un delta de Dirac, ce qui est cohérent avec U'interprétation que le systéme
est localisé.

6. A ne pas confondre avec |PERCEVAL.


https://static.wikia.nocookie.net/kaamelott-officiel/images/b/b5/Perceval.jpg/revision/latest/scale-to-width-down/1000?cb=20210629111903&path-prefix=fr
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c.  Réalisation p. On peut aussi employer la transformée de Fourier de la fonction d’onde. Notons {|p)} p une
famille de kets définis par (r|p) = e"/"/\/27h. Leur fonction d’onde est celle des ondes planes.

+o0
o) = [ i e =~ [ ar e = e = v (79)

— 00

donc ¥(r) = TF![(p|¥)]. L’équation (76) devient :

+oo “+o00 +oo
k%) :/ dr TF L [(p|®)] () |7) F/ dp p|\Il>/ dreipr/hlr>:[ dp (p|¥) |p) (79)

— 00 — 00 o0

ot 'on a reconnu la décomposition du ket |p) dans la base {|r)} dans la derniére égalité. L'ensemble {|p)} , constitue
ainsi une base continue de §). On procéde de méme en 3D :

(p|¥) = W //[ :o dPr W(r)e Pr/h

d. Réalisation ¢,. Plus généralement, soit {|¢,)}
spectre discret d’un opérateur hermitique, on a :

—:i;%m avee W, = (o|0) = [[f v e (30)

Les U, forment la réalisation ¢,, de |¥). La derniére égalité donne les coefficients de cette réalisation dans la réalisation
.

e. Réalisation ¢,. Un opérateur (hermitique) peut avoir un spectre continu de valeurs propres «. Les vecteurs
propres {|¢qa)},, forment un ensemble continu. On a :

W) = /da\I!a |po) avec Ty = (pa|V) = ///d?’r(ﬁ;(r)\ll(r) (81)

Les U, constituent la réalisation ¢, de |¥). La derniére égalité donne les coefficients de cette réalisation dans la
réalisation 7.
Il existe des opérateurs qui possédent & la fois un spectre discret et continu, on a alors :

= Y Walen) + [ datafou) (52)

, une base orthonormée discréte formée par exemple par le

4. Opérateurs

On peut manipuler les opérateurs avec la notation braket :
AWy = |Aw) 5 (@ A= (19 ; (@AW) = (@|A¥) = (Alo|v)

a. Opérateur de projection. Soit |®) tel que (®|®) = 1 et Py = |®)P| I'opérateur projection sur ®, on a la
projection orthogonale de |¥) sur |®) :

Py |¥) = |)(@[T) (83)

On a bien str If’g = Pg. On peut étendre cette définition a la projection Pp sur le sous espace engendré par €, =
{10)} seq pp (base discréte) ou €p = {[r)} ..y (base continue) :

P
P = Z li)i| (base discréte) ; P = / d®r|r)r| (base continue) (84)
; B
La propriété précédente est toujours vérifiée. De plus, on a la relation de fermeture :
Z liXi| =1 (base discréte) ; /d3r Ir)Xr| =1 (base continue) (85)

Exemple II1.6. On considére un vecteur d’état |¥), on peut décomposer ce vecteur d’état sur un base continue :

W) =1|0) = /d3r |r)Xr|P) = /d3r U(r) |r)
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IV. POSTULATS FONDAMENTAUX
1. Postulat n° 1 (Etats quantiques)

A tout instant ¢, 'état d’'un systéme quantique est entiérement caractérisé par un vecteur d’état |¥(t)) appartenant
a l'espace de Hilbert complexe $) des états quantiques.

2. Postulat n° 2 (Quantification)

A toute grandeur physique mesurable A, on peut associer un opérateur hermitique /i, appelé observable, qui agit
sur P'espace §). Les valeurs mesurables de A sont alors les valeurs propres de I'observable A. L’hamiltonien est donc
l'observable associée & 1'énergie en vertu de ’équation de SCHRODINGER stationnaire H |¥) = E |¥) qui identifie les
énergies F aux valeurs propres de 'opérateur A.

3. Regle de symétrisation des opérateurs

Les grandeurs de la mécanique classique sont exprimées en fonction des vecteurs position et impulsion (r,p). On

r—R (86)

p—P (87)
p2 152

U(r) — U(R) (89)

En mécanique classique, r+p = p-r. Ce n’est pas généralement le cas en mecamque quanthue De plus, 'opérateur
R-P nest pas hermitien. En effet, & 1D par exemple, (XPX)Jr = PT Xt = PXX #* XPX Ainsi, on doit symétriser :

1 ~
r-p— (RP

+P-R) (90)

4. Valeurs moyennes et mesures

Soit la fonction d’onde |¥) = > ¢, |u,) ot {|u),}  est une base propre d’une certaine observable A et ay, les
valeurs propres non dégénérées correspondantes. Dans un état propre uy, la valeur a, de 'observable du systéme est
donnée par a;, = (u,|A|u,). Plus généralement, on peut écrire :

(W) = (v|A]v) = Z|Cn| o (91)

D’aprés le 2¢ postulat, les seules valeurs mesurables sont les valeurs «,. Si I’on effectue un grand nombre de mesures
N > 1 de lénergie sur un systéme dans un état quelconque |¥), on obtiendra un certain nombre de fois n; la valeur
a;. On a alors :

nj
N
La valeurs moyenne (Wey,) des valeurs obtenues a partir de ces N mesures est :

Wexp) ZnJaJ NZP aj)a (93)

Si on suppose <I§ﬁ = (Wexp), on voit par identification que |cn\ représente la probabilité d’obtenir pour résultat a.,
lors de la mesur

N>1 = Py~ (92)

7. Interprétation statistique de M. BorN (1926).
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5. Postulat n° 3 (Reégle de Born)

Soit A une observable. Soit o une valeur propre (possiblement dégénérée) de fl, et P, le projecteur sur le sous-espace
propre associé a «. La probabilité d’obtenir «a lors d’une mesure de cette observable sur un systéme dans 1’état ¥ est :

Pla) = (U] P, ]0) = 3 |(ub| ) [}
k=1

ot {|u¥)} est une base orthonormée du sous-espace propre, et g est 'ordre de dégénérescence.

6. Postulat n° 4 (Effondrement spontané)

Soit A une observable Soit v une valeur propre (possiblement dégénérée) de fl et P, le projecteur sur le sous-espace
propre associé & a. Aprés avoir effectué une mesure de cette observable sur un systéme dans I’état ¥ et obtenu la
valeur «, I’état quantique s’effondre dans I’état propre correspondant a la valeur « :

[Wapres) = Fo [V) (94)

On dit qu'il y a effondrement de la superposition, ou réduction de la fonction d’onde, au moment de la mesure.

7. Postulat n° 5 (Equation de SCHRODINGER)
L’opérateur hamiltonien ’ﬂ(t) d’un systéme est l'observable associée & 1’énergie totale de ce systéme. L’évolution
dans le temps du vecteur d’état |¥(t)) est régie par 'équation de SCHRODINGER : H(t) |¥(t)) = ihd [T(t)).
8. Théoréme d’EHRENFEST

La dérivée d’une grandeur physique ne peut pas étre définie en mécanique quantique de la méme maniére qu’en
mécanique classique, & cause du principe d’incertitude de HEISENBERG :

AtAE >

| =t

(95)

En effet, en mécanique quantique, une grandeur ayant une valeur déterminée & un instant donné peut ne pas avoir
une valeur précise a l'instant suivant. Par simplicité, on notera la valeur moyenne (A) = (¥|A|¥). Alors :

Gt = (S5 A+ @ rw + wA( 45 (96)

: DA PO
Ay = (U] —|U) + = (V|HA — AH|T
(A) = (BS21W) + 5 (VA - AH|D)
QAN iy
- < = > = (A, Aw))
Cette identité est analogue a la relation classique :

af _ 5f
at

s+ S
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9. Constante du mouvement

Si A ne dépend pas explicitement du temps, alors on a (6A/6't> = 0, donc (dA)/dt = (1/71)([7:1( t),A(t)]). Les
grandeurs physiques pour lesquelles on a (9A/dt) = 0 ainsi que [H(t), A(t)] = 0 donnent donc d(A) /dt = 0, ainsi :

VW), Vt, (U|A]T) = cst (98)

Exemple IV.1. Soit A(t) = H(t) avec (dH/dt) = 0. L’hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps donc est
lui-méme une constante du mouvement, il s’agit de l’énergie moyenne du systéme E = (U|H|¥) = cst.

10. Théoréme de HELLMANN-FEYNMAN

Lorsque |¥) est un état propre de A, (U|HA — AH|U) est nul méme si A et 7 ne commutent pas. Par conséquent
on a aussi d(A) /dt =0 et

Vt, (U|A|W) = cst (99)

11. Relations d’EHRENFEST

Soit H = P2/(2m) + U(R). Comme R et P ne dépendent pas explicitement du temps, on a :

d - i P2 1 -
—(R R, R,—|)=—(P 1
S(R) =~ ([R)) = h< ,2m> —(B) (100)
d - i, - i N R
SHP) =~ ([P H]) = ([P, UR)]) = ~(VU(R)) (101)
Ces identités sont analogues aux équations de Hamilton classiques :
dr  p  dp
dt m At VUl(r)
On peut démontrer par récurrence les relations suivantes :
[X, F(Px)] = ihF'(Px) (102)
[Px,G(X)] = —ihG'(X) (103)

ou F et G sont deux fonctions d’opérateurs. On a donc en particulier :

(X, Px] =ihl
X ]37)2( = ihpl
"2m m

Exemple IV.2. Vérifions [X,PX} =ihl. On applique :

[X, x] d(z) = (XPX - PXXW(I)
¢(x) = X (Pxo(x)) PX<X¢( ))

_ _im%¢<x> T ing(r) + ihxa%m
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FIGURE 3 — Oscillateur harmonique & une dimension.

V. OSCILLATEUR HARMONIQUE
A. L’oscillateur harmonique en physique

On a la position d’équilibre z = 0 telle que V'(0) = 0 et V(0) = 0. L’hamiltonien du systéme est :

_

Hpe) = 22+ Lpa2 () (104)

2m 2
=V(z)
x1 et zo sont les points de rebroussement classiques : E = V(z12) (cf. figure . Ce potentiel harmonique permet

par exemple de modéliser ’électron de I'atome d’hydrogéne au voisinage de sa position d’équilibre. Il permet aussi de
modéliser la vibration des atomes dans un cristal et la quantification du champ électromagnétique.

FIGURE 4 — Potentiel harmonique.

B. Equation de SCHRODINGER des états stationnaires

On se place dans une situation & 1D :

H|D) = B |w) 2L <—27;“fx2 + ;ka)\IJ(:E) — BU(2) (105)

Les états sont ici liés car lilin V(x) = 400 donc le spectre sera complétement discret. Les valeurs propres sont non
T—r 00

dégénérées par théoréme car le systéme n’a qu’un seul degré de liberté. On a V(—z) = V(z) donc les fonctions d’ondes
ont une parité d’espace bien définie (elles sont soit paires, soit impaires).

C. Niveaux d’énergie

On a l’opérateur hamiltonien H = PZ/(2m) 4 (m/2)X?2. On pose la pulsation w = /k/m. On introduit trois
nouveaux opérateurs Q, P et 7, sans dimensions physiques tels que :

@E(%)”QX : pz\/% C F=

(106)
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On peut écrire :

E . 1

H|) = B W) = H[¥) = = |¥) = (P + Q) V) (107)

On définit deux nouveaux opérateurs (les opérateurs d’échelle, ou de seconde quantification) A Popérateur d’anni-
hilation et ) 'opérateur création :
1 1

AE—Q(QHP) ; ATEG(Q—iP) (108)

Pet Q sont hermitiques donc Pt =P et QT = Q A #* At donc A nest pas hermitique, ce n’est pas une observable.

PO 1 A . 1 A .
ATA = 7(@ —iP) —2(62 +iP)
1,4 A 1.4 =«
= i(PQ +Q%) +i§[Q7P] (109)
|
On pose alors :
C o i
NEATA:>H1=N+§ (110)
L’objectif est de trouver les états propres et énergies propres de N.
N|v) =v|v) (111)
On va utiliser :
AT = A
— [N, A] = —A.

On veut démontrer que v > 0.

WIN) = (W] ATAl) = (Av|dv) = |Av]” > 0
WINW) =v|v) =v (112)
=v>0

On étudie 'action de A sur les vecteurs propres de N:
[N,A] |v) = NA|v) — AN |[v) = —A|v) (113)
Or, avec N |[v) = v|v), on a :

NA) = (v —-1A) (114)

dou A |v) vecteur propre de N pour la valeur propre (v —1). Notons |v — 1) le vecteur propre de N relatif a la valeur
propre (v — 1), donc :

lv—1)=(a—1Av), aeC (115)
On cherche désormais a fixer la valeur de « :
(v Av) = (W] ATAlv) = wINTw) = v (v])
(Av|Av) = a*alv =1y —1) = |a)* (v — 1|y — 1) (116)
= lo| = V7
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Puisque les vecteurs d’état sont définis & un facteur de phase prés, on peut choisir ce facteur de sorte que a € R =

a=+/v,dou:
A) = Vol —1) (117)
De la méme maniére, on démontre que :
Aty =V 1 +1) (118)
d’ol la notion d’opérateur d’échelle. Si A |v) =0, alors la norme est nulle :
W|NV) =v (v|v) = (Av|Av) =0 = v =0 (état fondamental) (119)
Si on applique At a I'état fondamental :
At)0) = V1]1) (120)
de méme :
A1) =v212) (121)

On généralise I'action de AT, onav=ne Net:

- 1 -
A n) = VAF T+ 1) = [n) = —=(41)" [o) (122)
Vn!
Ainsi :
Nn)y = ATA|n) = At (vn|n — 1)) = VAl [n — 1) = ny/n|n) = n|n) (123)
On a (|0),[1),...,|n),|n+ 1)) vecteurs propres de N pour les valeurs propres
(0,1,...,n,n+1). On aalors (|0),|1),...,|n),|n + 1)) vecteurs propres de 7L, pour les valeurs propres (%, %, N
2,(n+1)+3). On a donc :
N 1
Hn)=E,|n) avec E, = (n + 2)% (niveaux d’énergies) (124)
V(z)
nN=3-\-------4------- - E3= 7hw/2
nN=2--A\------4----- - - E2:5hw/2
n=1----\-----4-- 1 hfwf --- E1—3h(1.)/2
n=0----- S Eo = hw/?
0 x

FIGURE 5 — Potentiel harmonique.

Note V.1. Il existe une énergie de point zéro : l’état fondamental a une énergie non nulle. Ce phénoméne, caracté-
ristique de la physique quantique, existr aussi théorie quantique des champs ot il est a la base de la notion de vide
quantique (voir p. ex. Ueffet CASIMIREP.

8. Plus de détails : Casimir (wikipédia)l.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Casimir_(personnage)

1
() =
On peut calculer :
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D. Fonction d’onde des états stationnaires
On utilise 4]0) = 0.

1. Représentation dans l’espace réel
On a par définition (z|n) = ¥, (x)
N 1 . mw\ /2 1 .
A:—( +iP):<—) +1i P i (x|0) = Uy(x
7 Q oh T (x[0) o(z)
On a en représentation x

(125)

avec Py — —ih%, Py |pa)
ordre (on pose y = ¥p(x), «

(126)
= z |z). L’équation (126]) est une équation différentielle du premier
W)
d d 1d d
126:>(ax—|—>y=0:>ozxy+y:0:> =YY arde (127)
dz dx y
d’otut :
Vo(x) = CGXP(—%xQ) = Ce 7"/ (128)
On détermine C en imposant f:rOO: |Wo(x)|” dz = 1.
2 2 +oo 2 7T
By (2) Ty () = |2 = / et = T (129)
Puisque Uy(x) est déterminé a un coefficient de phase prés, on peut choisir C' € R d’ou :
mw\ /4 _ me 2 a\1/4 2
= (25 = (2]
O(x) 7Th e 2n T € (130)
Wo(Q) = n /e @?
On peut écrire :
A 1 A d 1 .
Al = — -— =7, - _(ANHp
(2 55) = m@ = e
131)
1\ d\" o (
i@ ()" (- &Y'
21! d ~S——
VT @ F(Q)
On cherche a exprimer les ¥,,(Q) avec les polynomes orthogonaux ’HERMITE. Avec n =1 :
d d
(Q - dQ)e_QZ/Q =@ (1) 15 () (132)
Or, —e_Q2/2eQ2(—2Q)6_Q2 =0~ @%/2eQ%—@° 2@ , et on peut aussi montrer que :
——
H1(Q)
Q--L) @ oo L@ @, () (133)
dQ@ dQr
avec H,(Q) = (71)”ec22 ddélne’QQ polynéme de C. HERMITE. On a alors :

2
\/;rgnn!) e @ PH,L(Q)

(134)
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— pour n =0, Hy(Q) =
— pour n =1, H1(Q) =2Q;
— pour n=2, Hy(Q) =
— pour n =3, Hy(Q) =

On a aussi la formule de récurrence 2QH,, = H,11 + 2nH,,_1. On peut écrire avec Q = \/ax et o = e

U, (z) = o/t (ﬁw”n!)e*aﬁmHn(\/ax) (135)

2. Représentation dans l’espace réciproque

Par définition, (p,|n) = ¥, (p,). A cause de la symétrie entre X2 et P2 dans ’hamiltonien, on a directement :

U, (ps) = BY4(Vm2mnl) Y 2~ PPe2 1y, (v Bp.) (136)
avec 3 = —t— (on a réalisé la substitution o <+ 3 et z ¢> p,). Avec la relation de fermeture f |pe Xpa| dzz =1 :
+o0 +o0 1 _
aln) = [ arGoalalaln) = [ do e @) (137
d’ou :
1 e
(Pelz) = TF(Vn(2)) = 2rh)iz° o/ (138)

E. Valeurs moyennes, relation d’incertitude (W. HEISENBERG) et théoréme du viriel
1. Valeurs moyennes dans les états stationnaires

On cherche (X), = (n|X|n) (resp. (Px)n = (n|Px|n)). Or X = JX(A + AT) (resp. X =

> L\ (A — A1)). On a

- V2
alors pour X :

(o) = (ol 3 (A + AN o) = 2 [(nl ) + {nlAT[n) (139)

avec Ao n—1)=nln—1)et AT x n+1)=vn+1|n+1):dou:
(nX|n) o )\[\f (nln—1) + Vn+1{njn +1)] = (140)
car (njn — 1) = (njn + 1) = 0 (de maniére générale, (n|n’) = Jpn’).
Note V.2. On peut aussi écrire (n|X|n) = f_Jr;: dz U (2)z¥,(z) = 0.
On montre de la méme maniére :
(n|Px|n) =0 (141)
On peut aussi calculer :
(nld2ln) = (n|AdJn) = v (n|Aln — 1) = Vv =1 (nfn — 2) = 0 (142)

et de la méme maniére :

(n|(AT)*|n) =0 (143)
et aussi :
. 2. ~ A2 . A -
X2 =2 (A4 AN = (A% + (A1) + AAT + ATA)
2 : (144)
22 A . S e



On montre alors :

{n|X?In) = Aj[<n|1212|n> + (n|(AT)?|n) + (n|ATAln) + (n|AAT|n)]
2

avec
— (n|4%n) = (n|(A")?|n) = 0;
— (n|ATAn) = n;
— (n|AAt|n) =n + 1.
Donc
(n|X2n) = (2n +1)——
2mw

De la méme maniére :

(nl P In) = (2n + 1) 2

2. Principe d’incertitude de W. HEISENBERG

On a les écarts quadratiques moyens :

AXpy = (n|X%n) — ((n|X|n)* ; AP%, = (n|P%In) — ({n|Px|n))

= (AXAPx), = \/(X2)(P2), = h(n n ;) >
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(145)

(146)

(147)

(148)

Pour n = 0, on a un minimum AXAPyx = g On a ce résultat car Uy(x) est une gaussienne. Quand i — 0, on se

place dans la limite classique et on retrouve le déterminisme classique.

3. Comparaison entre classique et quantique : principe de correspondance

Valeur moyenne classique. On considére un oscillateur harmonique classique avec les conditions initiales 2(0) = a

et #(0) = 0.
V(z)
e =0
—a 0 a
FIGURE 6 — Potentiel harmonique.
Pour simplifier, on pose a = 1. On a x(t) = cos(wt) avec w? = % et on pose T = %’r Ona:

1 rT/2 __
(2Pl = —/ 2P (t)dt = x2P
T J_ 1/

On a I’énergie totale E =T + V (systéme conservatif) :

(149)

(150)
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En mécanique quantique, hw(n + %) = %mo.)Qa2 pour comparer avec la mécanique classique. Alors
%zaan—&-l (151)
pourp=1,o0n a:
1 [T 1
(z%) T / cos?(wt) dt 3
T/2 (152)
(X2), = (ol X2y = EoF DI e B

2mw  h 2mw 2

= (X2),. Pour p#1, on a <x2”>d # (X?P),,. On pose Vp > 1 :

%= ( e _l<x2p>d>
(wr)’

On a bien Vn, <x2>d

(153)
On a 0 — 0, on retrouve bien le comportement classique a la limite classique.
n—oo
La probabilité quantique de trouver la particule entre x et z + dx est :
Pq(z) dz = |¥,(z))* dz (154)
La probabilité de trouver la particule entre ¢ et ¢t + dt est 27‘“, quantité sans dimensions. Avec ‘é—f = —awsin(wt), on
a:
2dt 2 /dt
=3 () e Pawas 1

avec Pgy(z) = 1/(mva? — 22) (4 démontrer). Pour comparer, on utilise £ = ka?/2 = hw(n + 1/2) = a = 2n + 1.

0.4 F

W

0.0 |

FIGURE 7 — Probabilités classique et quantique.
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4. Théoréme du viriel
On a vu que <n|%\n> =M 2n+1)et <n|%mw2X2|n> = " (2n + 1). Ceci impose la relation :
(n[T[n) = (n|Vn) (156)

C’est un cas particulier du théoréme du viriel avec 8 = 2. On a en mécanique classique, 2T = BV pour V(r) = yrP.
— Si =2, on a un oscillateur harmonique, alors 2T =2V =T =V;

— Si 8 = —1, on a un potentiel coulombien ou gravifique, alors 2T = V.

VI. LE MOMENT CINETIQUE

En mécanique classique, on a le moment cinétique M = r X p. On a vu en mécanique analytique la relation :

df _of
- = = 157
ar ~ o TG (157)
ou {-,} est le crochet de POISSON. Si f ne dépend pas explicitement du temps i.e. 9f/0t = 0 alors :
d
", f1=0& d—{ =0 < f est une constante du mouvement (158)

On considére désormais un systéme de particules non soumis & un champ extérieur (systéme fermé). Lors d’une rota-
tion arbitraire, 'hamiltonien du systeme ne change pas puisque toutes les positions d’un tel systéme sont équivalentes
dans l'espace. Mathématiquement, cela veut dire que si R est un opérateur de rotation dans l’espace, alors :

YU, RH|¥) = HR|¥) & [H,R] =0 < H est invariant par rotation (159)

ol [-, -] est le commutateur. Par définition, la grandeur qui se conserve lors d’une rotation s’appelle le moment cinétique
orbital. On associe & 1 =r X p 'opérateur :

- YP, - ZPy
L=RxP=|2P¢c—-XP, (160)
XPy —YPy

Note VI.1. Au produit scalaire p-r on associe %(f’R—i—f{f’) (régle de symétrisation). Cependant, dans la définition
(160), tous les opérateurs commutent.

On a les relations de commutation :

[ﬁw,ﬁy] =ihl, ; [IA/y,[A/Z] =ihL, ; [[A/Z,[Alm] :ihﬁy (structure de LIE) (161)

Du point de vue des dimensions, [Lg . .| = [A].

Démonstration. On a ZPy — PyZ = il (Achtung bicyclette) donc : (on note les opérateurs X = X et 1 est sous-
entendu)
(L, Ly) = LyL, — L, L,
= (YP; — ZPy)(ZPx — XP;) — (ZPx — XP2)(Y Pz — ZPy)
=YPy;ZPx —YP;XP; —ZPyZPx + ZPy XPy
— ZPxYPy; +ZPxZPy + XP;YPy; — XPzZPy
=YPxPy;Z — XYP2 — Z>PxPy + XPyZPy
—YPxZP; + Z?PxPy + XYP% — XPy Py Z (162)
= (YPy — XPy)P,Z + (XPy — YpX)ZPy
(YPx — XPy)PzZ + (XPy — YpX)(PyZ — ih)
= —ih(XPy — YPx)
= ih(Y Px — XPy)
=ihLy

La démonstration est identique pour les relations suivantes. O
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On définit
L2=L12+ L2+ 12 (163)
On a:
L2, L,) = [L% L,) = [L*,L.] =0 (164)

Démonstration. Pour L, (on note X = X et 1 est sous-entendu) :

L%, Ly] = [L2, L] + L2, Lo] + (L2, L]
0
= —ihL,L, —ihL,L, +ihL,L, +ihL,L,
=0

(165)

O

Ainsi, L et L, , . ont une base commune de vecteurs propres. On a la représentation sphérique des opérateurs L, , .
(on choisit ici L) :

L, = ih(sin(d))% + cot(6) cos(¢) 2

0o
(r,0,¢|L.|¥) = [:y = —ih(cos(q[))% — cot(0) sin(¢)8%)) (166)
L. =—ing
Démonstration. Montrons que ﬁz = —iha% = X']:’y — YI:’X IA/Z correspond & la rotation du systéme autour de 'axe
(0z). On a :
x =rsin(f)cos(¢) ; y=rsin(f)sin(¢) ; rcos(e)
0 _00r 00y 00
dp  0xrdp  Oydp 0z 0¢
167
% = —rsin(f)sin(¢p) = -y ; % =rsin(f)cos(¢) =y ; g—; =0 (167)
L9 _,90_ .9
96 oy Yo
On a alors :
Py —lhé ; PX = —lhé
dy or
(168)
=L, = —17i3[;2 +ihy— = 1h2
8 dy 0 0

Montrons que lA/x = YPZ — Zﬁy avec IE’Z = —ih% et If’y = —iha%. On a:

L= —ih(yaaz - zﬁy) (169)

N cher D O op O : 9 0 o D .
On cherche a exprimer 7, 5y €t 57 en fonction de 3, 55 et 3 3

g 9o0r 000 0 09

g, X, 299 1
dr Ordx 000x 0¢ Ox (170)
On calcule 2= a partir de % = 22 4+ y? + 22 = f(z,y,2). d(r?) = df avecdy =dz =0 :
_of of of
2rdr = 8xdx+ay dy + 92 dz
N—  ——
0
171
= o1 =2z (171)
ox
dr _z _ rsin(f) cos(9) — sin(0) cos(6)

dex r r



On calcule % de la méme maniére :

z =rcos(f) = 2* = r? cos*(0)

2

= cos?(0) = f(x,y,2) = 2
= d(cos?(9)) =df et dy=dz=0
= —2cos()sin(f) df = % (39«"28‘523/222> dz
—222z
plCETat
~ —2r?cos?(0) + sin(f) cos(¢) dx

- 4

dx

df  cos(0) cos(¢) '
dx r
On calcule de la méme maniére :
dp  sin(¢)
dz rsin(6)

On a alors (on démontre de la méme maniére les équations selon y et z) :

(@) eosto) + f (*=822) - s (2)
o)+ (=02 4 (25
(cos(®)) + 45 (%)

Slo Slo o
Yo o Sl

On obtient alors :
Ly =in(=4y) -y ) = ih(sin(6) & + cot(6) cos(6) £ )
Ly = 2(—ih) 2 — a(—ih) 2L = ih(zL — 22) = —ih(cos(qﬁ)% — cot(6) Sin(qS)%)

On définit Popérateur Ly = (L, +iL,) = he®? (:I:% + icot(é))a%)). On a:
L?=[2+L2+12

Cet équation est pratique en particulier dans I’expression du laplacien en coordonnées sphériques :

o 10 (.0 L
V7r2 arrar h?

[f;Q, L.] =0 donc ont la méme base de vecteurs propres.
L. W) = mh|)
On cherche le vecteur propre |¥). En représentation position (en coordonnée sphérique) :
(r,0,0|¥) = ¥(r,0¢) = U(r)

Avec f/z = —ih-Z

56 Iéquation (178 devient alors 1’équation différentielle d’ordre 1 :

_ih%\p(r, 0,6) = mhW(r, 0, ¢)

32

(172)

(173)

(174)

(175)

(176)

(177)

(178)

(179)

(180)
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On peut donc écrire U(r, 0, ¢) = f(r,0)e”"™? ou f(r,6) est une fonction arbitraire de r et §. La physique nous impose
que ¥(r) soit une fonction uniforme de r i.e. que ¥ prenne la méme valeur lorsque 1’on change ¢ — ¢ + 27 donc
m € Z.

Opérateurs d’échelle. f/+ = Lm—Hﬁy et L_ =1, —if/y. Ce ne sont pas des observables car ne sont pas hermitiques.
De plus :
T .
1.L, =L_;

2. [Ly,L_] =2hL.;
3. [iz,ii] = :thf/i;
4. [L,Ly] =0

On a aussi les relations :

Boi =12 i 4ni.

. R R . (181)
L. L,=1%>-1%?-hL,
Démonstration. On note X = X et 1 est sous-entendu.
LiL_ = (L, +1iLy)(L, —1iLy)
=IL2+iL,L, —iL,L, + L?
o) v (182)
=L*-L;+i(LyL, — L,L,)
=L>- L2 +hL,
O
Notons hm et h2I(I + 1) les vecteurs propres de L, et L2. Soient |I, m) les vecteurs propres communs. On a :
L.|l,m) = hm|l,m) ;.
~ t {l,m]|l =6y 1 Om/ m/ 183
{L2|l,m>h2l(l+1)|l,m> et (Lmll',m’) = 0o, (183)
On a : A
— 1 >0 car les valeurs propres de L? sont positives (comme somme de carrés d’opérateurs hermitiens) ;
Lyt m)]* > 0, et :
~ 2 A~
1L+ |l’ m>|| = <Zv m‘L—L-‘r”’ m)
= (I,m|L? — L? — hL.|l,m)
= (I, m[L2|l,m) — (I, m|L3|=) h (I, m|L.|l,m) (184)
= R2(1 4 1) (I, m|l,m) — (km)? (I, m|l,m) — hhm (I, m|l, m)
=121 +1) —m? —m)

done ||L |1, m)|| - R2(l —m)(l 4+ m+1) > 0. De méme, ||L_ |, m)|| ? = h2(l —m)(l —m+1) > 0 donc :
—l>m>+l (185)
Avec [L.,Ly] = +hLy :
L.Ly|l,m) = (LiL,+hLy)|l,m) = h(m 1)L |l,m) (186)
donc IiJi |I,m) est un vecteur propre de L. avec la valeur propre RA(m + 1) donc :

— L, fait croitre d’une unité m;
— L_ fait décroitre d’'une unité m.
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La plus petite valeur de m est —[ et la plus grande valeur de m est +I donc I'ensemble {L, |I,—1),..., Lo |I, =)}

correspond a l’ensemble des vecteurs propres de L, et {h(=1,4+1),...,h(=1,+p)} valeurs propres de L., or la valeur
maximale de m est [ donc p = 21 < | = . Comme p € N, [ est un demi-entier, [ € {0,2,1,2,...}. A une valeur
de [ correspond 2! + 1 valeur de m. Comme m € Z, on a m € N. On a alors le spectre {|I,—=0),...,|[l,+])}. On a
les matrices des opérateurs L, et L_ (représentations des opérateurs dans la base |I,m)) avec L. |I,m) un vecteur

propre de L, donc L [I,m) = A|l, m = 1). 1l ne reste qu’a déterminer \ :

IA/-&- |lam> :)‘|l,m+1>

- 2 f s ) (187)
Loy L) || = (G| L Lyfl,m) = (lm +1{lm + 1) = |A
On avait vu que || L |1, m)|| 2o h2(l —m)(l+m+ 1) donc :
IA]> = Bl + 1) — m(m +1)] (188)
De méme :
L_|l,m)=X]|l,m—1)
9 (189)
= N7 =R+ 1) — m(m — 1)]
On a alors ((A\,\) € R?) :
Ly=nm/i(l+1)—m(m=1)|l,m+1) (190)
L. et L sont hermitiens, donc (', m/|l,m) = 0p 1y Opys e . Alnsi :
(', m|Le|l,m) = h/I(L+ 1) — m(m £ 1) ma 100 10 (191)
A partir de L on obtient ﬁm, f/y et L, a partir de :
Ly=1L,+iL, ; L. =1L,—il,
~ 1 - ~ A 1 - A
= Lo=5(@a+L) 5 Lo= %(L+ i)
192
(U | Lo |lom )y =2 { L0+ 1) =L+ 1) 26,y 1 H LA+ D) = (m=1)] 28,00 1 FOpr 0 (192)
= Q (U | Ly [Lm)=— 2 {[10+1) =L mA D28, i =L+ D) =m(m =126, Foy
<l/,m’|ﬁz|l,m>=hm6m/7m/511,1/
Exemple VL.2. [ =1, 2] +1 =3 états : |1,—1), |1,0) et |1,1). On a pour L, :
(L)L 1,1 =8 ; (1,1|L.]1,0) =0 etc
) 10 0 (193)
=L,=h[{00 0
00 -1
Pour IAJZ :
151,00 = i x A+ 1) —0x 0+ )]+ 0} = Bva= L o
) xT ) 2 \/§ .
(010 (194)
2\010
On calcul de méme pour L, :
L n (5 Bl " (195)
y=—=|1 —i
V210 i o
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On a vu que ¥(r,0,¢) = f(r,0)ei™? avec m € Z. Dans les expressions de L2 et I:; r n’apparait pas, donc :

U(r,0,¢) = R(r)Y,m(0,¢) (196)
On a alors :
L.V = hm¥ L.Yim(0,¢) = hmY (0, ) (197)
L2W = Rl + 1) L2Y, 0 (0, ¢) = P21+ 1)Yim (0, 6)
On peut écrire :
B imé . t2_ 2 1 02 1 ( 8)}
Yim(86) = Fim(0)e™% 5 L7 = —h Lm 2(9) 997 sin(0) n(6) 55
= LY (0,0) = —h2(.. ) Fpme™ = BI(L + 1)Yi (0, 6) (198)

m

- [sml(ﬂ) ;0( (9);}9) - bmz;) o 1)]Fl$m(0) —0

On obtient une équation différentielle ordinaire du 2° ordre. C’est une équation classique en théorie des fonctions
sphériques. Elle a des solutions finies et univoques pour I € N tels que —m > | > m. Soient P, ,,(cos(f)) les
polynémes de LEGENDRE associés. On donne les solutions :

1/2
204+ 1)(1 - mﬂ] Py (cos(0))el™? (199)

Yim(0,0) = (=1)" {47r(l+m)‘

)/ m
avec Py, (u) = a ;‘lj? © x 36;;7% [(u? —1)Y]. On a donc :

d? d m?
J— 2 —_— JR— F —
{(1 u )du2 2udu +I11+1) T uQ} P p(u) =0 (200)

Les Y (0, ¢) avec | # m sont orthogonaux entre eux. On a par définition I'égalité (0, ¢|l,m) =Y ,, (6, ¢), donc :

/ ¢|l m) dQ = (51/ l'6m ,m’

2w s
= / le/ m’ (9, QS)}/l,m d¢ sm(&) do = 5l’,l/5m’,m’ (201)
6=0

ﬁﬂ%w¢no@wmue

avec dQ2 = d¢d(cos(6)) dd
Exemple VL.3. Yy = ﬁ? 1 =0, Q= (theta, d).

Pourl=1 : 3 composantes :

Yl,_l:,/S%Sin(e)e—iq5 ; YLO:M%sin(G) ; Yl,lz,/%sm(e)eid’ (202)

Pour n =0, on a Y o(Q) = 1/ ZELP(cos(0)) avec P, les polynomes de LEGENDRE, tels que Pj(z) = %Udd—;l[(ﬁ ~1).
Ces polynémes sont orthogonaux entre eux pour le produit scalaire :
1
P.Q)= [ POQ@ (209
-1
Il ne sont cependant pas normés. On a la relation de récurrence :
(L+ 1) Py (@) = (20 + DaPy(w) + 1Py () = 0 (204)
L’équation différentielle ordinaire associée est :
(1—2%)y" =22y’ +1(1+1)y=0 avec y(1)=1 (205)

C’est la seule solution définie au voisinage de 0 qui est continue jusqu’a 1.
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VII. ATOME D’HYDROGENE

Le probléme de I'atome d’hydrogene ((pf +e~) — H) a été résolu en 1926 par E. SCHRODINGER. L’anti-hydrogéne
((p~ +ef) — H), brique de I’antimatiére, a été produit et étudié pour la premiére fois en 1995 au CERN.

Atome d’hydrogéne. 1l est composé :
— d’un proton p' de charge ¢ = +e > 0 et de masse m, ;
— d’un électron e~ de charge ¢ = —e < 0 et de masse my, > m. qui « orbite » autour du proton.

F1
ma

r=ro —TI1
ra

ry

FIGURE 8 — Systéme de coordonnées.

Hypothéses. On ne considére aucune force extérieur au systéme. On suppose que l'interaction entre les particules
ne dépend que de r = ||r||. Soit U(r) ’énergie potentielle d’interaction.

L’opérateur hamiltonien du systéme s’écrit :

H =T +To+U(r)

~2 A2
I P> 2
= my T 2m, U (206)
R, R, -
= v2o U
9y Vi 9 Vi +U(r)

Soit R le rayon vecteur du centre d’inertie défini par :

P )
mrtmer: Y R (207)

R
mi + mo M

avec P = py + p2 et M = m; + ms. On décompose dans le systéme de coordonnée R = (X,Y, Z), r; = (x4, yi, 2;). On
pose :
0? 02 02 0? 02 H?

2 2
= e — —_ —_ 2
VisoxzTavetaz o Vit gz tan T oz (208)

On passe alors des coordonnées (r1,r3) — (r,R) avec :

Hl(rlv r2, P1, p2) - 7:[”(1.’ Ra P, P)

o R, R, - I (209)
H//: *ﬂvr* va+U(T) EHR+HT
avec + = L 4 L ]a masse réduite, Hp = —22-V2 et H, = —2V2 4 U(r) Hp décrit un mouvement libre et a
m my ma ’ R 2M Y R T DIV S . R
donc pour solution une onde plane de la forme W(R, t) oc e 7{Z=PR)/L Pour 'atome d’hydrogéne, p = <72 & m,..
e P

Le centre de masse du systéme se situe donc a une distance faible du proton. On choisit un référentiel R(O;z,y, 2)
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ayant pour origine le centre de masse. r est alors la distance de ’électron au proton (assimilé au centre de masse du
systéme). On a alors :

. B2
A ) = BI9) =~ V20(r.0,0) + U(r)¥(r,0,6) = EV(r.0,0) (210)
I
avec U(r,0,¢) = (r,0,0|¥) et U(r) = — 4:;0T I’énergie potentielle électrostatique. Le systéme possédant une symétrie
sphérique, on utilise les coordonnées sphériques pour résoudre le probléme. On peut alors exprimer :
1o (,0) L2
2 2
L I R 211
Vi r2 lar (r 31") ﬁ21 (211)

ot L est définit équation (163) et n’agit que sur les variables angulaires (6, ¢). On a alors :

1| a(,0) L2

2ur?| Oor or h?
Dans un champ central & symeétrie sphérique, le moment angulaire se conserve (théoréme d’E. NETHER). Nous
cherchons donc des états stationnaires pour lesquels L? et L, ont des valeurs propres déterminées :

H,, L% = 1, L] =0 (213)

+ U(T)}‘I’(?@@,sb) = EV(r,0,¢) (212)

Avec :

2

(H L2 = [Hy (), L2 + [Hrj0.0), L% = l 12l =0 (214)

et de méme [7:[T, ﬁz] = 0, on peut alors écrire :
U(r,0,9) = R(r) + Yim(0,¢) (215)

avec L2Y] (0, 8) = 1(14+1)Y11n(0, ¢) et L. Y1 (0, ¢) = hmYi (0, 6), R(r) étant la partie radiale de la fonction d’onde.
On a alors ’équation radiale :

1d/{ ,dR I(1+1) 2u
—— | "= - R+ (E-U(r))R=0 216
r2dr (T dr > 72 * h? ( ) (216)
Si on fait le changement de variable R(r) = XY), on a I’équation radiale réduite :
h? d%y B2 U1+ 1)
2 U - =F 217
2Hdr2+< N+ 5,0 )x X (217)

On passe alors de six degrés de liberté a une seule équation de SCHRODINGER & une dimension associée & r € R4. On
cherche donc & résoudre ’équation (217) sur une demi-droite [0, +oo[. Le probléme d’une particule dans un champ
centrale & symétrie sphérique se raméne donc & I’étude d’un mouvement unidimensionnel sur une demi-droite limité
par r = 0.

On pose f% =1, alors " +u;¥ = E¥. On suppose qu’il existe 2 fonctions d’ondes ¥; et U5 différentes associées

a la méme valeur F,, de I’énergie du systéme.

—2 R, —uy (218)

\Iflll + 'LLl\Ijl = En\Ill ﬂ - \11/2/
\I//Q, + ul\Ifg = En\pg \Iil - \IJQ

On a alors ¥/ Wy = W)U, ce qui donne par intégration U)Wy = UL¥; et donc U3 = a¥s, o € R. Ainsi, Uy et Uy
constituent une seule et méme fonction d’onde. On en conclu que I'énergie du systéme n’est pas dégénérée.

Allure au voisinage de ’origine. On fait I’hypothése lirr%) r2U(r) = 0. Ceci est vrai pour U(r) o % pour I’atome
r—

d’hydrogéne. C’est aussi le cas pour U(r) o« r? pour loscillateur harmonique & trois dimensions.

On veut lallure de R(r) au voisinage de 'origine des coordonnées & partir de 1’équation (216)).

d dR
2 a4 [ 2dfv) _
lgr%)[r x (216)] & o (r T ) I(I+1)R=0 (219)
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On cherche une solution de R(r) =~ arP. On utilise cette expression dans I’équation (219). On cherche alors p tel

r—0

que p(p+1) = 1(l+1). ] est donné et p =l ou p = —(I + 1). Cette deuxiéme solution ne peut convenir car elle
devient infinie pour r = 0 puisque [ > 0. Ainsi, p = [ est I'unique solution physique du probléme donc R(r) ~ ar!

r—
avec o = cst. Les fonctions d’onde radiales dépendent de [ qui figure dans ’équation différentielle. D’autre part, ces
fonctions sont associées & une valeur propre Ej; ol k est un paramétre discret ou continu (i.e. pour chaque valeur de
[, on a un spectre de valeurs propres Ej ;). On peut alors écrire :

\I/k:,l,m(’n 97 (b) = Rk,l<r))/l,m(67 (b) (220)

et on a :
H, | W) = By, |0) (221)

La fonction d’onde ¥ est entiérement déterminée par les valeurs de Ey ;, [, m et les observables ’}:lr, ]ZQ, L. forment
un ensemble complet d’observables.

— | € N* est le nombre quantique orbital ou azimutal ;

— m € [-1, 4] est le nombre quantique magnétique (ZEEMAN) ;

— k est le nombre quantique radial.
Effectuons un changement de variable et de paramétre suivant :

IW2<T> (222)

nh?4rey  n \ ag

avec x une variable sans dimension et ag = % le rayon de N. BOHR. L’équation différentielle devient :
d?R  2dR (l+1) 1 =n
_— - - —-—-+—-|JR=0 223
dx2+xdm+( r2 4+x (223)

— Pour z < 1, on retrouve R(z) ~ ax'.
x

<1
— Pour x > 1, si on omet les termes % et x%, alors on a :

% = % = R(z) = e/ (224)
On conserve 'unique solution physique (évanescente a 'infini) R(x) = e /2,
On en déduit :
R(z) = f(z)ale /2 (225)
On injecte cette forme I’équation différentielle, ce qui donne :
w%+(21+2—x)%+(n—l—l)f:0 (226)

Cette équation a pour solution des fonctions hypergéométriques dégénérées :
flx)=F(—n+14+1,21+2,2) (227)

Toutes les solutions ne sont pas physiquement acceptables. On veut une solution finie en = 0 et qui ne diverge pas a
Iinfini. Pour assurer la régularité mathématique de la fonction d’onde, on cherche une solution développable en série
entiére. On pose :

+oo
fl) =) bpat (228)
k=0

On injecte dans I’équation différentielle, ce qui donne :

(k+1)(k+20+2)bepr = (k+ 141 —n)by, (229)
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A partir de by, on obtient tous les by. On étudie le comportement asymptotique pour les termes de rang k élevé
(k>1):

1 1
~ _ ~ ~ T _ z/2 z _ ol x/2
bri1 = kbk = by, ST = f(z) ~e* = R(x) = zle =z'e (230)

Or cette solution n’est pas physiquement acceptable. Il faut qu’a partir d’un certain rang, le coefficient s’annule. Dans
ce cas, f(z) est une fonction polynomiale en x. Pour que la série s’arréte au terme d’indice k et devienne un polynéme,
on doit avoir :

k+l+1l-n=0=n=k+1l+1 (231)

ke N, € N doncneN*.

— n € N* est le nombre quantique principal.
Les polynomes ainsi obtenus sont appelés les polynomes de LAGUERRE généralisés LE (z). Ils sont de degré k (le
nombre quantique radial). Pour une une valeur de n donnée, on doit avoir :

k=n—-1-1>0=1<n-1 (232)

k donne le nombre de de noeuds de la fonction d’onde radiale R :

d" —x,n
L,(x)=e @(e z")

ar @ = G

Les fonctions radiales sont réelles et normalisées i.e. :

Uk 1 (0) ¥ 1 (r) dr = " TQRM(T)Q dr=1 (234)
i /.

Avec la notation Wy ; (r) = Ri (7)Y m (7) :

+oo
// Ry 1 (r)Y) (F) Ryt (1) Ya g ()7 dr A7 :/ r?dr Ry (r)dr =1 (235)
0
On utilise couramment les lettre s, p, d, f pour les valeurs [ = 0,1,2,3. On a par exemple :

Ry (r) = 2a5 "%/
(1) = 2a0) 92 (1 L /om0

ao

(233)
LZ (2) =

(236)

naop nap

2r ' 2r
Rn,l(T) = Nn,l () e_r/(nao)LZlJ—:ll ()

. . _9q73/? [n—l4—]! 1/2
avec le facteur de normalisation N, ; = —% { (C=DE } . Avec :

+o0 +oo
/ r’Ry () =1= / Pp(r)dr (237)
0 0

ou P, ; est la probabilité de trouver 1’électron de la couche (n,l) entre r et r + dr. On avait posé :

4 4
9 ue pet 11 Ey
= S Fp=_-""" =0, =—- 238
" 212 E(4meo) 912 n2 d7e, M2 (238)
avec Fy = 47TE a0 . L’état fondamental correspond & la valeur la plus petite de n i.e. E; = —=2. En unités naturelles de

la physique atomlque h=me =4mey = e =1, on a numériquement Fy =1 et ag = 1. Dans le systéme international,
Eg=27.226 eV et Fy = —13.6 V.

Dégénérescence des niveaux d’énergie. E,, ne dépend que de n. Pour une valeur de n, on al € [0,n — 1] et
pour chaque [, on a 2] + 1 valeurs de m. On a alors la dégénérescence :

n—1

gn =Y (21+1)=n (239)

=0
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Numériquement, g1 =1 (1s), g2 = 4 (25, 2p_1, 2po, 2p+1).
Valeurs moyennes des puissances de r : théoréme du viriel.

(R g = (U|RW)

(n,l,m|R*n,1,m)

/// nm (T (7,0, 0)r* W, 1 (1,0, )r? sin(6) dO do (240)
- [T rere
0

Ona:

(R) = %(3712 —1l+1) ; (R = %%(5n2 +1-=3I(+1)n”

1 1 (241)
(R7Y) = wn? (R7?) = 230 +1/2)
On a (E), = (T), +(U),
2 2 2
ver) 4;507“ n 47er€0 = (47raz)a0n2 (242)
avec ag = % :
V)= e =2(E), (213)
Ce qui donne :
U), =2(T), +2(U), = 2(T),, = —(U), (244)

Reégles d’Aufbau. On a ici obtenu par le calcul trois des nombres quantiques qui caractérisent la configuration
électronique d’un atome : le nombre quantique principal n qui indique la couche & laquelle I’électron appartient,
le nombre quantique orbital | qui donne la sous-couche électronique, et le nombre quantique magnétique m qui
précise l'orbitale. En ajoutant le nombre quantique magnétique de spin mg, on compléte la description de la structure
électronique. Il est & présent possible de comprendre en quoi cette description est une approximation :

— on utilise les états propres de ’atome d’hydrogéne pour décrire la structure électronique de n’importe quel atome,

ce qui revient essentiellement & négliger I'interaction entre les électrons des atomes poly-électroniques;

— on suppose que chaque électron est assigné a un état propre déterminé de 'atome d’hydrogéne, alors que I'état
d’un systéme peut étre une superposition quantique d’états, ce qui revient & négliger l'intrication entre les
électrons des atomes poly-électroniques.

Les péres de "atomistique ont donc apporté des corrections au modéle afin de se rapprocher de la réalité :

— les énergies de 'atome d’hydrogéne croissent avec n, alors que les énergies des atomes poly-électroniques croissent
avec n + [ (régle de KLECHKOWSKI, il s’agit d’une correction semi-classique qui tient compte de l'interaction
entre les électrons, on peut l'obtenir avec le modéle de THOMAS-FERMI) ;

— les atomes poly-électroniques cherchent & maximiser leur moment cinétique [ et leur spin m; (régles de HUND, il
s’agit de corrections quantiques due au principe d’exclusion de Pauli appliqué aux électrons, on peut les obtenir
par un calcul HARTREE-FOCK).
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