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I. ESPACES DE HILBERT
A. Anneaux et corps
Définition 1.1 (anneaux). Soit E un ensemble d’éléments {x1,22,...}. On suppose qu’a tout couple d’éléments de

E on peut associer un troisiéme élément de E de deur maniéres différentes, ’addition + et la multiplication - qui
satisfont les propriétés suivantes :

— V(x1,79,13) € B3, m1 + (z2 + 23) = (21 + 22) + w3 (associativité de l’addition) ;

— V(x1,72) € E?, 11 + 29 = 19 + 1 (commutativité de ’addition) ;

— 30 € E, Ve e E, x+0=ux (il existe un élément neutre 0 pour l’addition) ;

—VexeE, 3(—z) € E, v+ (—x) =0 (il existe un opposé —x de x);

— V(x1,79,w3) € E3, m1 - (w2 - x3) = (x1 - 22) - v3 (associativité de la multiplication) ;

— V(x1,79,73) € B3, w1+ (w2 +3) =21 -9+ 21 - 73 et (11 +x2) - 13 =21 - T3 + T2 - T3

(distributivités gauche et droite de la multiplication par rapport o Uaddition,).

Alors E est un anneau.

Remarque 1.2. Si l'anneau vérifie de plus la propriété x1 - xo = xo - x1, alors il est dit commutatif.
On fixe (z1,72) € E?, alors 'équation Vo € E, 2 - = x5 n’a pas forcement de solution dans le cas général.
Définition 1.3 (corps). Soit K un anneau commutatif vérifiant :
Vo, € K, Voo € K\ {0}, 3z €K, zo -2 =2 (1)
alors K est un corps et x est appelé le quotient de x1 par xo.

Remarque I.4. L’élément unité du corps e € K vérifie Vo € K, x-e = x. L’élément inverse 7! € K de v € K est

définit par 7! -z = e.
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B. Espace vectoriel

Définition I.5. Soit K un corps commutatif composé d’éléments {my,ma,...} appelés scalaires et & un ensemble
d’éléments { X1, Xa,...}. On peut définir l’addition de deuz éléments de £, X1 € £, Xo € €, X1 + Xo par :
— V(Xl,XQ) S 52, X1+ Xo€ 5,’
— V(Xl,XQ,Xg) € 83, X1+ (XQ + Xg) = (Xl +X2) + X3 (associatim’té) ;
— V(X1,X2) €%, X1+ Xo = Xo + X1 (commutativité) ;
— 30 € &, VX € &, X 4+ Og = X (existence d’un élément nul de l’ensemble) ;
— VX el I(-X)e&, X+ (—X)=0 (existence d’un opposé).
On définit la multiplication d’un élément de € par un scalaire de K, X € £, m € K, m - X par :
—VmeK, VX e& m-Xe&;
—Vm e K, V(X1,Xs) € E2, m- (X1 + Xo) =m- X1 +m- Xy (distributivité par rapport a l’addition vectorielle) ;
— V(m1,ma) € K2, VX € &, (my1+ma) - X =mq - X +mg - X (distributivité par rapport a l'addition scalaire) ;
— V(my,ma) €K, VX €&, (m1-ma) - X =my - (ma-X) (compatibilité des multiplications) ;
— VX el 1-X =X (1eK) (existence d’un élément neutre).
L’ensemble £ muni des lois + et - est un espace vectoriel, et X € £ est un vecteur de cet espace.

C. Injection, surjection, bijection et applications linéaires

Définition 1.6. Soient A et B deux ensembles. Par définition :
— wune injection de A dans B est une fonction telle que tout élément de B posséde un ou zero antécédent dans A ;
— une surjection de A dans B est une fonction telle que tout élément de B posséde au moins un antécédent dans
A;
— un bijection de A dans B fait correspondre & tout élément de B un unique antécédent dans A.

Soient £ et F deux espaces vectoriels sur le corps K.

Définition 1.7 (linéarité). Un application f : £ — F est dite linéaire si :

VAEK, V(6. v) € €%, f(o+ ) = f(0) + Af(v) (2)

Définition 1.8. Une application linéaire de £ dans K est une forme linéaire sur £.

Définition 1.9. L’application linaire f : E — F est :
— un endomorphisme si £ = F ;
— un isomorphisme si f est bijective ;
— un automorphisme si € = F et f est bijective.

D. Produit scalaire hermitien

Définition 1.10 (p.s.h.). Une forme hermitienne sur E est une application {-|-) de E* — C telle que :

— ¥(o,9) € B, (olv) = (o) f];

— V(.. x) € E%, (9l + x) = (3Y) + (¢Ix), (& +x|¥) = (dlv) + (x|¥) ;

— VA€ C, V(¢,9) € E?, (¢| M) = No|) (linéarité en la 2¢ variable) ;

— VA€ C, V(p,¢) € B2, (A|) = N (@|Y) (anti-linéarité en la 17¢ variable).
Une forme hermitienne est dite positive si V¢ € E, (¢|¢p) > 0. Elle est dite définie positive si de plus Vo € E, ($|¢p) =
0 < ¢ = Op lélément nul de l’ensemble E.

On appelle produit scalaire hermitien (p.s.h.) une forme linéaire hermitienne définie positive.

Remarque I.11. On dit que le p.s.h. est sesquilinéaire & gauche, car anti-linéaire par rapport & la premiére variable
et linéaire par rapport a la seconde.

1. On note Vz € C, z* est le conjugué complexe de z.



E. Espace préhilbertien, hermitien, euclidien

Définition 1.12. Un espace préhilbertien complexe (resp. réel) est un espace vectoriel complexe (resp. réel) muni
d’un produit scalaire hermitien (resp. euclidien). Un espace préhilbertien de dimension finie est un espace hermitien
(resp. euclidien).

F. Inégalités de CAUCHY-SCHWARZ et triangulaire

Théoréme 1.13. Soit £ un espace préhilbertien, 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ est :

V(9,9) € 2, [(glv)* < (8lo) - (¥lv) 3)
Avec la norme euclidienne || - || définie Vo € &, ||l = V/{p|e) :
Vp e &, [(olv)] <ol - [l (4)

Démonstration. Soient A € K, (¢,1) € £2, on calcule le produit scalaire :

(0 + A0[d + M) = (D]d) + A" (D¢) + MPlY) + AN ([y)
= AP {@lw) + (Mel¥)* + Mglw) + (4]9) (5)
= IAP(0lv) + 2Re(Molv)) + (4]¢)

Si (¢|yp) = 0, alors ¢ = Og, et I'inégalité est vérifiée.
On considére (¥|¢) # 0. On pose dans ce cas :

(¢ly)*
A=— 6
(o) ©
On peut alors écrire le produit scalaire précédent :
CIOME ( (dl4)" )
A M) = |— _
(-4 xwlo+ 30 =[S ot -+ 2me (< S0 10) ) + (ol
[(el¥)> . 1{el¥)[? (|v)
= -2 7
w2t ) "
_ (01} (1) — Il
()
Or, (¢ + AMp|¢ + Ap) > 0 donc <¢‘¢>'<d’<|$‘>w_>‘<¢w>l2 > 0. Comme (¥|) > 0, le numérateur est positif ou nul, donc :
[(Bl¥)|* < (dl9) - (w]w) (8)
On retrouve bien I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. O

Théoréme 1.14. Pour tout couple (¢,1) de vecteurs d’un espace préhilbertien, on vérifie l'inégalité triangulaire :

6+ ¢l < lloll + [l (9)
Démonstration. On peut établir les équivalences suivantes (notées (%)) :
(6) & (6 +vlo+4) < (9l0)F + (Y|y)*

S+ 9o+ v) < ((0l¢)? + (Y[1)?)? (10)
S (P +lo+v) < (Dle) + (W) + 2((¢lo) - (W]v))*

On peut écrire le membre de gauche comme :

(@ + 916+ 9) = (9l9) + (V1) + (8} + (¢]0) (11)



que l'on peut mettre sous la forme :
(@ +lo + ) = (9]9) + (YY) + 2Re((0]¢))) (12)
On a alors ’équivalence :

(¥) & Re((80)) < ((0]¢) - ([v))* (13)

Si Re({¢|v)) < 0, le résultat est pédestre.
Si Re((¢]1)) > 0, on peut alors écrire ’équivalence :

(*) & Re((¢l¥))]* < (¢lg) - (¥ly) (14)
Or la valeur absolue de la partie réelle d’un nombre complexe est toujours inférieure au module de ce nombre, donc :
[Re({0])]* < [{(gl)]? (15)

Avec 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a alors :
(@) * < (@l9) - (Wlw) (16)
Donc (x) est vérifiée dans tous les cas, on retrouve le théoréme par équivalences. O

G. Meétrique et distance

Définition I.15. Soit un ensemble E quelconque. Soit d une fonction numérique positive sur E? telle que :
— V(z,y) € B2, d(x,y) = d(y,z) (symétrie);
— V(z,y) € E?, d(z,y) =08 x=y;
— V(x,y,2) € B3, d(z,2) < d(z,y) + d(y,2) (inégalité triangulaire).

On appelle d une distance sur E. (E,d) est un espace métrique, dont les éléments sont appelés points.

Note 1.16. Si l’'on abandonne la deuzieme condition, alors d est un écart plutét qu’une distance, et E est dit pseudo-
métrique.

H. Norme et espace vectoriel normé

Définition 1.17. Soit un espace vectoriel £ (complexe ou réel) et K un corps. Soit N une fonction numérique positive
sur E telle que :

—Vx e, N(x)=0< x=0 (0 est I'élément neutre de &) ;

—Vzxef, VaeK, N(ax) = |a|N(z);

— VY(z,y) € E%, N(z+y) < N(x) + N(y).
N définit une norme sur €. (E, N) est un espace vectoriel normé. La norme peut étre notée || - ||¢ ou simplement
|- || quand il n’y a pas d’ambiguité.

Note 1.18. Si l’on abandonne la premiére condition, N est alors une semi-norme sur E.
On peut définir dans un espace vectoriel normé (E, N) une distance d avec :
V(z,y) € €2, d(z,y) = N(z —y) (17)

On dit que deux normes sont équivalentes si et seulement si les distances correspondantes le sont.
Pour un espace préhilbertien £, on peut définir la norme euclidienne a partir du produit scalaire par :

Vo €&, |loll = v {dl) (18)

Tout espace préhilbertien est donc un espace vectoriel normé.



I. Orthogonalité
1. Définition

Soient ¢ et ¥ deux éléments d’un espace préhilbertien donné. (n € N)

— ¢ est v sont dits orthogonaux si (¢|¢)) = 0;

— une famille d’éléments de cet espace est dite orthogonale si ses éléments sont orthogonaux deux & deux;
— une famille orthogonale (¢;)ic[1,n] est dite orthonormée si Vi € [1,n], (¢s|¢s) = 1.

2. Cas de la dimension finie

Soit R,,[X] l'espace euclidien de dimension n 4+ 1 des polyndémes de degré inférieur ou égal a n € N : VP €
R, [X], deg(P) < n. On considére deux polynomes (P, Q) € &,? :

n n
P=> aX' et Q=) biX' (19)
i=0 i=0
On peut définir plusieurs produits scalaires entre ces polynomes, en particulier :
n
(PlQ), = Zaibi
i=1

1
(PIQ), = [ da Pa)Q() (20)

o0 5
(PIQ), = / de e P(2)Q(x)

—00
Pour chacun de ces produits scalaires, on peut construire une base orthogonale, en particulier :

(PlQ), — (L,z,2°,...,2")
(P|Q), — polynomes de LEGENDRE (21)
(P|Q)5 — polynémes d’HERMITE

De maniére plus générale, un systéme de polynomes est dit orthogonal sur Uintervalle [a, b] par rapport au poids
W lorsque :

b
V(m,n) € [1,n]*, m#n= / de W (z) Py (x)Pp(x) =0 (22)

Les données relatives a un certain nombre de ces polynoémes réguliérement utilisés peuvent étre trouvées dans la
littérature, en particulier le Handbook of Mathematical Functions de M. ABRAMOWITZ et I. A. STEGUN . On peut
entre autre y trouver les valeurs des poids w; et des nceuds z; des quadratures de GAUSS de la forme :

b n
/ o f() = Y wif @) (23)

8. Cadre général en dimension infinie

On considére ici des familles de polynomes déja vues, mais oil le degré des polyndémes n’est pas limité. On construit
alors des séries convergentes :

P = Z a;x’  etc. (24)
i

Définition I.19 (ensemble complet). Un espace topologique est dit complet si et seulement si toute suite de CAUCHY
formée d’éléments de cet espace converge vers un élément de ce méme espace.



Définition I.20 (espace de BANACH). Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de BANACH.

Définition I.21 (espace de HILBERT). Un espace préhilbertien complet pour la norme associée au produit scalaire est
appelé espace de HILBERT. Il s’agit donc aussi d’un espace de BANACH muni d’un produit scalaire.

On considére U'intervalle ]a, b, (a,b) € RoetW: Ja, b[—]0, +0o0] continue. L’espace des fonctions de carré intégrable
pour la mesure W (z) dz noté L?(]a, b[, W(z)) des fonctions de x & valeurs dans R telles que :

/ @) PW (2) da (25)

est un espace de HILBERT pour le produit scalaire :

b
(flg) = / W (a)(2)g(x) dz (26)

Définition 1.22. Soit un espace préhilbertien £ donné et (en)n>o une suite orthonormée de vecteurs. Vx € &, on
définit les coefficients de FOURIER de x par rapport & la suite orthonormée (ep)n>o -

cn(z) = (enlx) (27)

On a 'inégalité de BESSEL :

+oo
> lea(@)” < [l (28)

n=1

Théoréme 1.23. [ y a équivalence entre :
— la famille (en)n>0 est une base hilbertienne de l’espace préhilbertien £ (définition) ;
— la somme Y " cp(x)e, converge vers x au sens de la convergence dans & définie précédemment ;

— Vzx € 5, Tr = Z:ﬁ Cn(x)en ;

Yz e & I |en(@) = |l2|| (égalité de PARSEVALP));
—Y(z,y) € €2, (xly) = S22 (zlen) lenly) (relation de fermeture).

n=1
Définition 1.24. On considére désormais un espace métrique £. On appelle boule ouverte de centre xg et de rayon
R > 0 l’ensemble des points x tels que d(x,xo) < R. Un ensemble A est dit dense dans & si toute boule ouverte de €
contient un élément de A, i.e. on approcher d’aussi prés que 'on veut n’importe quel point de E pour un point de A.
E est dit séparable s’il contient un ensemble dénombrable dense.

Remarque 1.25. Un espace préhilbertien de dimension finie est automatiquement de HILBERT et séparable. Un espace
de HILBERT de dimension infinie est séparable si, et seulement si, il posséde une base hilbertienne.

Définition 1.26. L’espace dual de £ noté £* est lespace des formes linéaires sur £. C’est un espace vectoriel pour
les opérations habituelles. Cela signifie :

Y v) € (€)%, VA K, Yo € & [t v](6) = Au() + v(0) (29)
Définition 1.27. L’espace dual € est muni de la norme naturelle ||-|| . telle que :
Vel llple = sup |u(e)] (30)
l¢ll<1

Cette borne supérieure est parfois infinie, et la forme linéaire est dite non normalisable. Les formes linéaires non
normalisables sont exactement les formes linéaires non continues sur H.

Si on considére désormais un espace de HILBERT H, on peut faire correspondre & tout vecteur 1 de cet espace une
forme linéaire 1), € H* donnant, pour tout vecteur ¢ de I’espace, le produit scalaire hermitien entre v et ¢, i.e. :

Vip € H, Iy € WY, Vo € H, u(9) = (o) (31)

En utilisant les notations de mécanique quantique, on a 1, = (¢| € H*. Ainsi, tout vecteur de H peut étre identifié
avec un élément du dual H*. La réciproque est fausse : en dimension infinie, les formes linéaires non normalisables
(ou de fagon équivalente, non continues) ne sont associées a aucun vecteur de H.

2. A ne pas confondre avec |PERCEVAL.
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Théoréme 1.28 (FRECHET-RIESZ). Soit p une forme linéaire continue sur H. Il existe alors un unique vecteur
Y € H tel que :

Vo eH, u(@) = (¥|9) (32)

De plus :
4ll o = [0l (33)

On dit que tout espace de Hilbert est isométriquement isomorphe a son dual topologique (I’ensemble des formes linéaires
continues). Le dual topologique est donc également un espace de HILBERT.

Ce théoréme justifie ainsi la notation de DIRAC, dans laquelle un état quantique est représentée indifféremment par
un ket (un vecteur) ou par son bra associé (une forme linéaire continue). Les formes linéaires non normalisables sont
les kets généralisés (deltas de DIRAC, ondes planes...) qui n’appartiennent pas a ’espace de HILBERT. Refﬁ fournit
de plus amples détails sur ce point.

II. OPERATEURS
A. Définition générale

Définition I1.1. Un opérateur linaire O sur un espace vectoriel H est une transformation O : H — H , ¢ — ¢ =
O |¢) linéaire, c’est & dire que :

V(1) ,162)) € Hy Y(Ai, do) € K, O(M1[61) + Ao [62)) = MO [61) + 220 [2) (34)
On définit de la méme maniére un opérateur anti-linaire K, vérifiant cette fois :
V(l¢1),162)) € Hy Y(Ai, o) € K, K(Ailgn) + Az [¢2)) = MK [¢1) + MK [ o) (35)

Définition I1.2. O un opérateur sur H est dit borné si :

IM €K, Y|p) € H,

O16)]| < Mol (36)

La norme de O est la plus petite valeur de M vérifiant la condition précédente.

B. Opérations sur les opérateurs

Définition IL.3. Soient O1, Os et O des opérateurs d’un espace de HILBERT H. On définit la somme de deux
opérateurs :

¥1¢) € H, [O1+ Oa][¢) = O1]0) + 02 0) (37)
De méme, on définit le produit d’un opérateur par un scalaire par;
¥ig) € H, [AO]9) = A0 |9) (38)
On définit la composée de deux opérateurs :
V¢) € 1, (0102)[6) = (010 02)[6) = 01(02) |9) (39)
Le commutateur de deux opérateurs est défini par :

[01,05] = 0,05 — 0,0, (40)

3. L. Delafosse, A construction of the quantum state space, Stras. Stud. Phys. Lett. 1, 0202 (2025),
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Deuzx opérateurs commutent si et seulement si [Ol, Og] = 0. L’anti-commutateur de deux opérateurs est défini par :

{01,05} = 010, + 0,0, (41)
La puissance d’un opérateur est définie par :
0"=00--00 (42)
oo

L’exponentielle d’un opérateur est définie par :
R too 1
exp (O) =0 = EO" (43)

n=0

Définition II.4. L’opérateur O dun espace de HILBERT H est dit inversible si et seulement si il existe son inverse
O~ tel que :

00~ '=0"10=1 (44)
Définition I1.5. L’opérateur adjoint Ot de O est Uopérateur vérifiant :
V(¢ w) € M2, (4lOTw) = (¥[O]9)” (45)
En notation matricielle, on a ot =0T".

Proposition I1.6. On a :

— (o)D)t = [¥)gl-
En pratique, V1) € H, avec [¢') = O |¢), on a pour le bra associé (¢/| = (1| Ot. Ainsi :

V(g, ) € E%, (OT¢ly) = (9|O¥) = (¢|OJp) (46)

_

C. Opérateurs particuliers

Définition I1.7. Un opérateur A est dit auto-adjoint si :

At =A (47)

Un opérateur B est dit isométrique Si :

[ou]S
gl
[wu]S
I
—>
—~
i
oo
S~—

Il est dit co-isométrique si :

Bt

o

1 (49)

Un opérateur U est dit unitaire s’il est isométrique et co-isométrique, i.e. :

Ul =00"=1 ou UT=0"" (50)

Un opérateur B isométrique conserve le produit scalaire (c’est en particulier le cas pour un opérateur unitaire),
i.e.:

(Bo|By) = (¢|B'Blyp) = (¢|)) (51)

Définition I1.8. Un opérateur C est dit anti-unitaire s’il est anti-linaire et C1 = C~1.
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D. Projecteur

Définition I1.9. On considére un ensemble de vecteurs orthonormés {|¢’i>}z‘e[[1 N’ lopérateur de projection sur le
sous-espace lié au N vecteurs {|¢i) };cp np €5t -

P=>"|¢:)eil (52)

M=

i=1
On a donc P2 = P

Démonstration.

N n N N N N )
P2 =" "ol il o)l = DD 1ol 65 =D |éideil = P (53)
i=1

i=1j=1 i=1j=1
O
E. Valeur propre et vecteur propre d’un opérateur
1. Cadre général
Définition I1.10. Soit O un opérateur sur H. Une équation auz valeurs propres est de la forme :
INEK, 3[9) €H, |9) #0, Olp) = A|g) (54)

avec \ une valeur propre de O et |¢) un vecteur propre de O pour la valeur propre X. L’ensemble des vecteurs propres
liés a une valeur propre \ est le sous espace propre de la valeur propre Ey = Ker()\i — O) Si la dimension de cet
espace est 1, alors la valeur propre est simple. Si la dimension de cet espace est n > 1, alors la valeur propre est n
fois dégénérée. La somme directe des sous-espaces propres correspond & l’espace H. L’ensemble des valeurs propres de

Dopérateur est appelé le spectre de cet opérateur Sp(O), avec dim[Sp(0)] < dim(H).

On peut citer comme exemple d’équation aux valeurs propres intervenant en mécanique quantique I’équation de
SCHRODINGER indépendante du temps :

H|dn) = En|¢n) (55)

Théoréme I1.11. Les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint sont réelles. Ses vecteurs propres correspondant &
deuz valeurs propres distinctes sont orthogonau.

Démonstration. On considére |¢) € H vecteur propre de opérateur auto-adjoint O pour la valeur propre . Alors :

(¢0l¢) = A{glo) = A|¢||” (56)
et :
(¢0]¢) = (O¢le) = (4[07|6)" = (#lOl#)" = A" (¢ld)" = A*[¢||” (57)
d’on :
A=A =A1eR (58)
O

Démonstration. On considére Considérons |¢) et |1)) deux vecteurs propres de O aux valeurs propres \ et p différentes

donc O|p) = Xet OY) = p|p). On a :

(6|O1Y) = 1 (pl) (59)
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Par ailleurs :

(@l01p) = (@|0T|9) = (B[O])" = A" ()" = A (¢]¢)) (60)
On en déduit :
(1t =X (@l) =0 (61)
Or, p # A donc :
(¢l) =0 (62)
O

Théoréme 11.12. Pour un opérateur unitaire, les valeurs propres sont des nombres complexes de module unité. Les
vecteurs propres correspondant a deux valeurs propres différentes sont orthogonauz.

Démonstration. Soit |¢) un vecteur propre d’un opérateur unitaire U pour la valeur propre u. On a :

(GOTON) = uu (Pl = uu|Jull” (63)

D’autre part, comme Ut = I,ona:
(WIO01) = (wlv) = 9] (64)
d’ott uu* = ||lul|* = 1 donc les valeurs propres sont biens des nombres complexes de module unité. O

Démonstration. Considérons |¢) et |¢) deux vecteurs propres de U correspondant aux valeurs y et v différentes donc

Ulg) =p|¢) et UlY) =v|ih). Ona:

(o) = (GUTUL) = w'v ($l) (65)
Or p # v, par conséquent, (p|t)) = 0. O
Théoréme I1.13 (décomposition spectrale). En notant a,, les n valeurs propres d’un opérateur O de multiplicité

respectives au,, la relation de décomposition spectrale de O s’écrit :

QX

0= Z Z |, 1) @y, (M, 7| (66)

m=1r=1

Démonstration. Soit {|m,r)} Pensemble des vecteurs propres de O ou m € [1,n] et r € [1,a,,]. Cet ensemble de
vecteurs sous-tend complétement l'espace H dont il est une base. Par conséquent, on pourra écrire la relation de
fermeture :

n o om

Z Z |m,r><m,r| = j-H (67)

m=1r=1
En introduisant le projecteur P, sur le sous-espace engendré par le vecteur relatif a la valeur propre a., :

Qm,

B, = Z |m, r}m, 7| (68)

r=1

On peut alors écrire la relation de fermeture précédente comme :
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Soit :
Ol¢) = Z Z Ym,r|¢) = leam |m, r)(m, |) (71)
Ainsi : o
Ole) = Z_jX_j|m> A (m,7(¢) (72)

2. Cas de la dimension infinie

On considére un K-espace vectoriel £, O un endomorphisme de £ et A € K.

Définition I1.14. Si l’application (Mldg — O) n’est pas inversible, alors on dit que X\ est une valeur spectrale de O.
L’ensemble de ces valeurs spectrales forment le spectre de O. Au contraire, si l’application est inversible, on dit que
A est une valeur réguliére de O. L’ensemble de ces valeurs réguliéres forment I’ensemble résolvant de O.

Définition I1.15. Si lapplication (A\Idg — O) n’est pas injective, on dit que X est une valeur propre de O (toute valeur
propre est aussi une valeur spectrale). Un vecteur ¢ de € vérifiant O(¢) = A$ est un vecteur propre de O associé
la valeur propre X\, appartenant au spectre ponctuel. Au contraire, si Uapplication est injective et In(AIdg — O) est
distinct de &€, alors on dit que A appartient au spectre continu.

Remarque I1.16. Les deuz notions de valeurs propres et valeurs spectrales sont identiques en dimension finie. En
dimension infinie, le nombre de valeurs spectrales est supérieur ou égale & celui des valeurs propres.

Proposition I1.17. Le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel.

L’équation aux valeurs propres n’admet pas toujours de solutions en dimension infinie.

III. DISTRIBUTIONS
A. Espace des fonctions tests et espace dual

Définition ITII.1. On appelle fonction test sur R toute fonction C*° de R dans C nulle en dehors d’un intervalle
fermé borné de R, appelé le support la fonction. L’ensemble des fonctions tests est noté D(R), ou plus simplement D.

Proposition II1.2. L’espace D est un C-espace vectoriel.

On considére un ensemble K, un espace métrique (€, d) et une suite d’applications (¢,,),, telle que Vn, ¢, : K — &.
La suite (¢y, ), converge simplement vers ¢ sur K si Vo € K, la suite (¢, ()), converge vers ¢(x) dans €. Dit autrement,
(¢n)n converge simplement vers ¢ si et seulement si :

Ve >0, Ve € K, IN.(z) € N, Vn > N.(x), d[pn(z),d(x)] <e (73)
La suite (¢n,), converge uniformément vers ¢ sur K si et seulement si :
Ve >0, AN, € N, Vn > N, Vz € K, d[pn(x),¢(x)] < e (74)
La convergence uniforme implique la convergence simple.

Définition II1.3. On dit qu’une suite de fonctions tests ¢, converge dans D vers ¢ si :
— il existe un intervalle fermé KC en dehors duquel toutes les fonctions ¢, et ¢ s’annulent ;
— la suite (¢p)n converge uniformément vers ¢ sur K ;
— toutes les suites des dérivées i-ieme ( S))n convergent uniformément vers ¢\ sur K.
On note :

bn 2 b (75)

n—-+oo



13

Définition II1.4. Un espace fonctionnel F est un ensemble de fonctions possédant une structure d’espace vectoriel.

Définition IIL.5. Une distribution T est une fonctionnelle linéaire et continue sur D.
— Fonctionnelle linéaire veut dire qu’il s’agit d’une application T de D dans K, qui a une fonction test ¢ € D fait
correspondre un nombre noté (T, @) tel que :

V(a,b) € K2, ¥(¢,9) € D*, (T,a¢ + b)) = a(T,¢) + b (T, 1)) (76)

— continue veut dire que si une suite (¢n)n converge vers ¢ dans D, alors la suite ((T, ¢n))n converge vers (T, d) ;
— les distributions constituent donc le dual topologique de D, noté D'(R) ou simplement D’.

L’espace D’ constitue un espace vectoriel avec les lois :
Y(T,T,,Ty) € D, Yo € D, VAc R :
<T1 + T27 ¢> = <T17 ¢> + <T27 ¢> ) (77)
(AT, ¢) = AT, )
Remarque II1.6. T est la distribution nulle si et seulement si Yo € D, (T, ¢) = 0.

Définition II1.7. Un fonction est localement sommable sur R si f; |f(x)| dx existe quelque soit lintervale fini [a, b].

On note L. Uensemble des fonction localement sommables sur R.

B. Distributions particuliéres

Définition IIL.8. Une distribution réguliére associée & une fonction localement sommable f notée Ty ou [f] est la
distribution telle que :

+oo
(160 = [ s@)ola)ds (78)
Définition ITI1.9. Un distribution singuliére est une distribution qui n’est pas réguliére.

Définition II1.10. La distribution de DIRAC est définie telle que :

V¢ €D, (5,0) = ¢(0) (79)
Cette distribution peut également étre translatée en a, alors :
Vo €D, (0a, ) = ¢(a) (80)

C’est une distribution singuliére.

»”

Remarque II1.11. La théorie des distributions sert donc a généraliser la notion de “fonction de carré intégrable
(les fonctions telles que Uintégrale (78)) existe et constitue le produit scalaire) a des objets comme le delta de DIRAC.
Par analogie avec ces fonctions, on invente le symbole delta de DIRAC §(x), qu’on manipule comme une fonction et
qui nous permet d’écrire :

+oo
(6r ) = / 5(2)é(x) dz = ¢(a) (81)

—0o0

Ainsi, méme si ce symbole ne correspond G aucune véritable fonction, son produit scalaire avec une fonction existe
car il s’agit de application de la distribution de DIRAC a cette fonction, une opération bien définie.

C. Opérations sur les distributions

Définition I11.12.
— On définit la translatée T, d’une distribution T par :

V¢ €D, <Ta, ¢> = <Ta ¢—a> (82)
ot ¢_q(x) = ¢(x + a). Une distribution est dite périodique de période a si T =T,.
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— On définit la dilatée ;T d’une distribution T par :
1

avec k # 0 et 1/pp(x) = gb(%) Une distribution est dite paire si 1T =T et impaire si T = —T.
— Le produit de deux distributions n’est pas défini de maniére générale, mais on définit le produit d’une distribution
par une fonction g € C* par :

(9T, ¢) = (T, 99) (84)
Définition IT11.13. On définit la dérivée T de la distribution T par :
V¢ €D, (T',¢) = —(T,¢) (85)
Toutes les distributions sont indéfiniment dérivables, et les dérivées n-iémes sont données par :
Vo € D, (T, ¢) = (—1)"(T, ¢") (86)

Remarque II1.14. Cette définition fait sens dans la mesure ot on voit (T, ) comme la généralisation du produit
scalaire L? entre T et ¢ (cf. remarque |[[I1.11). Equation est alors une formule d’intégration par parties, ot le
terme complétement intégré est nul car la fonction test ¢ est nulle & l'infini.

On a les propriétés suivantes :
—Y(T,8)eD? (T+S) =T +5";
—VAeR, (\T) =XT";
—Vgel>, (¢T) =g'T+gT";

— (1) = (T")a;

* (aT)I = a(T/)'

Définition II1.15. On appelle [f]' la dérivée de f au sens des distributions, la dérivée de la distribution réguliére [f]
batie sur une fonction localement sommable f.

Cette définition n’est pas a confondre avec [f’], la distribution réguliere de la dérivée de f. Si f est dérivable et f’
est localement sommable, alors f’ est aussi une distribution réguliére et [f’] = [f]’. Il est tout & fait possible que f ne
soit pas dérivable au sens des fonctions mais le soit au sens des distributions.

Définition II1.16. Une fonction f est de classe C"™ sur un intervalle I C R (noté f € C*(I,R)) si elle est n fois
dérivable et sa dérivée n-iéme est continue sur I.

Théoréme II1.17 (formule des sauts). Soit f définie sur R de classe C' sauf en n points a; ot elle présente des
discontinuité de premiére espéce (i.e. la fonction admet des limites finies a gauche et a droite de ces points), d’amplitude

Af(a;) = f(af) — f(a;). Alors :
) = (714 3 Af(ai)da, (87)

ot f’ représente la dérivée de f la ou elle existe.

D. Suites et séries de distribution, convergence

Définition IT1.18. Une suite de distribution (T,), est dite converger vers la distribution T € D' si, V¢ € D, la suite
(T, @) )n converge vers (T, @), i.e.

T 2 TevVeeD, (Tn,¢) — (T,0) (88)

n—-+oo n—-+o0o

Si une suite de distribution (7},), converge vers la distribution T' dans D', alors la suite (7). (resp. (T,Sp ))n)
converge vers T (resp. TP)) dans D’. Attention cependant, si une suite de fonctions localement sommables (f,),
converge vers une fonction localement sommable f, on ne peut pas conclure que la suite de distributions ([f.])n
converge vers [f]. Cependant, on peut montrer ce résultat si il existe aussi g localement sommable telle que Vn €
N, Vz e R, f,(z) <g(z), ou si la suite de fonction (f,), converge uniformément vers f.
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Définition III.19. Soit (T,), une suite de distributions donnée. La série Y T, est dite converger vers T' si la suite

des sommes partielles (Sy)n, définie par la relation VN € N, Sy = ZN T,, converge vers T dans D’.

n=0
Toute série de distribution convergente peut étre dérivée terme & terme.

Théoréme IT1.20. Si f est une fonction localement sommable telle qu’elle vérifie la normalisation fj;o flz)dx =1,

alors la suite de distributions ([f,])n (resp. ([f=])e) associée aux fonctions f,(x) = nf(nx) (reps. f. = 17(%)) converge
vers la distribution de DIRAC lorsque n — oo (resp. ¢ — 01) :

lim [f,]= lm [nf(nz)]=4§

n—-+oo n—-+oo

tiy 7= |27(5)] =5

E. Produit de convolution de distributions

Définition ITI.21. On appelle produit de convolution de deux distributions T =T,y et S = S, la distribution T * S
telle que, si elle existe :

V¢ €D, <T * S, ¢> = <T(:v)a <S(y)7 (b(l‘ + y)>> (90)

Les distributions 7" et S vérifient les propriétés suivantes :
— si T'x S existe, alors T« S =85 «T;
—Va€eR, Txd, =T,, en particulier T x 6 =T ;
— Y(a,b) € R2, 64 %6y = bavip;
—VneN, 60 «T =T en particulier & « T = T";
— si T % S existe, alors (T’ S) =T %S =Tx5";
—Va€eR, (T*8),=Tx*S5,.
Le produit de convolution n’est pas associatif i.e. en général :

(T,S,R) € D*,T*(SxR)# (T*S)*R (91)

F. Valeur principale de CAUCHY d’une intégrale

Définition II1.22. On définit la valeur principale de CAUCHY de lintégrale d’une fonction f présentant une discon-
tinuité en ¢ € [a,b] C R par :

b c—e b
VP/ f(z)dz = lim {/ f(z)dz + f(z) dx} (92)

e—0 c+te

Si la fonction f est continue sur R mais que son intégrale ne converge pas sur R, on définit la valeur principale de
CAUCHY par :

+oo +t
VP/ flz)dz = tlim f(z)dz (93)
—00 oo )¢

Définition I11.23. On définit la distribution « valeur principale de % » VP (%) par :
1 400 —€ +o0
V¢ € D, <VP (),¢>:VP/ de:hm{ ?dx—k/ ¢dx} (94)
x e T e=0 | J_ T 1. X

On a [In|z|] = VP (1) (la démonstration de cette propriété n’est pas faite ici).
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IV. SERIES DE FOURIER ET TRANSFORMEES DE FOURIER

A. Séries de FOURIER

Définition IV.1. On note CMp (R, K) l’ensemble des fonctions périodiques de période T continues par morceauts sur
chaque période. L’intégrale sur une période de la fonction f € CMr(R,K) vérifie (a € R) :

a+T T +T/2

/ f)de = / f)de = / f)de = / f(t)de (95)
a 0 —T/2 T

Définition IV.2. Soit f € CMr(R,K), on appelle coefficients de FOURIER trigonométriques de f les scalaires :

Vn € N, a,(f) = %/Tf(t) cos(nwt) dt %)

2
bo(f) = 2 / F(t) sin(nwt) dt
TJr
avec n'importe quelle intégrale sur une période et w = 2% la pulsation de la fonction périodique.
Si la fonction f est impaire, alors Vn € N, a,(f) = 0. Si cette fonction f est paire, alors Vn € N, b, (f) = 0.

Définition IV.3. Soit une fonction f € CMrp(R,K), on appelle coefficients de FOURIER exponentiels de f les
scalaires :

Vn € Z, co(f) = % /T f(t)e ™t at (97)

On peut généralement noter sans ambiguité a, = an(f), bp = bn(f) et ¢, = ¢, (f). On peut relier les deux catégories
de coeflicient de FOURIER avec les relations :

Cr = apn—iby,
Cozao;anL " a2+ib
(98)
ap =Cp +C—p
=co; Vn =1, .
do=to "= {bn = l(cn - C—n)
Définition IV.4. Soit f € CM7(R,K) :
— On appelle série de FOURIER de f au point t la série numérique :
Svlf](x) = ao(f) + Y (an(f) cos(nwt) + by (f) sin(net))
n>1
= Z (an(f) cos(nwt) + b, (f) sin(nwt)) (99)
neN
— Z cn(f)eimut
nez
— On appelle polynome de FOURIER de f au point t d’indice p la somme partielle d’ordre p de cette série :
P
Splf1(8) = ao(f) + Y (an(f) cos(nwt) + by (f) sin(nwt))
n=1
P
= Z (an(f) cos(nwt) + by (f) sin(nwt)) (100)
n=0
P

_ Z Cn(f)einwt

n=—oo
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Théoréme IV.5 (formule de PARSEVA. Soit une fonction f € CMrp(R,K), les séries Zn|an|2, >on b, |? et
>on len|? convergent et :

+oo
1 2 2 1 2 2
7 [ 17OP =l + 5 32 (onP + 0P

. (101)
= 2 el
n=—oo
La convergence des séries implique quelque soit la fonction considérée :
AP =0 s At =0 g e =0 (102)
B. Développements en séries de FOURIER
Soit f € CM7(R, K), on appelle régularisée de DIRICHLET de f la fonction f définie par :
f: R — K
/ (103)

PN (Got9 G

Théoréme IV.6 (DIRICHLET). Soit f de classe C* par morceaux et de période T = %’T, la série de FOURIER de f

converge en tout point t vers f(t) On a alors la synthése harmonique :

+oo
VteR, f(t)=ao+ Z (an, cos(nwt) + by, sin(nwt))

n=1
. (104)

— E Cnemwt

n—=—oo

C. Transformées de FOURIER de fonctions

Définition IV.7. Soit une fonction f complexe de la variable réelle x. Si elle existe, on définit la transformée de
FOURIER de f par la relation :

A~ +OO .
TF(f)(k) = FII(k) = f(k) = / f(@)et*e da (105)

— 00

On note LY (R) U'ensemble des fonctions définies sur R a valeurs dans C telles que l'intégrale fjoooo |f(x)| dx converge.
Les fonctions de cet ensemble admettent une transformée de FOURIER. On définit de la méme maniére la transformée
inverse de g :

—+o0
TF[g)(z) = F4{g)(x) = — / g(kye % dk (106)

On a alors la relation :
TF[TF(f] = f (107)

Ces définitions peuvent varier selon le contexte, en particulier en mécanique quantique, ot un facteur v/2mwh est en
général ajouté.

4. Encore une fois, & ne pas confondre avec PERCEVAL.


https://static.wikia.nocookie.net/kaamelott-officiel/images/b/b5/Perceval.jpg/revision/latest/scale-to-width-down/1000?cb=20210629111903&path-prefix=fr
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Théoréme IV.8 (RIEMAN-LEBESGUE). Si une fonction f € LY(R), alors la fonction TF[f] est continue et bornée

sur R, et lim TF[f](k) = 0.
k——4o00

Pour deux fonctions (f,g) € L}(R) et deux scalaires (A, ) € C, on a :
TE[Af + pg] = ATF[f] + uTF[g] ; TF[f(z)]

TF[f(-2)]

ou z désigne le conjugué complexe de z. On a aussi Va € R :
i 1 k
Trif] = e HTrl] LK) = i)

SiVz € R, g(z) = e o f(z), alors :
TF[g)(k) = TF[f](k — ko)

On a pour la dérivation :

TF [jﬂ (k) = —ikTF[f]
et :
d"TE[f] dTE[f] _
= TE[()™ fI(k) = — = = TFlizf](k)

Définition IV.9. Le produit de convolution de deux fonctions (f,g) € LY(R) est défini par :

“+o0
(f * 9)(x) = / f(tglx —tydt

On a :
TF[f gl = TF[f] x TF[g] ; TF[f x g] = TF[f] * TF[g]

On peut établir la formule de PARSEVAL-PLANCHEREL (si les intégrales existent) :

+o0 1 [T __
| t@gte)de= 5o [ TRA®TF® dk
Ainsi :

+oo +00
[ e = 5 [ e R a

— 00 — 00

D. Transformées de FOURIER de distributions

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

Définition IV.10. On appelle fonction déclinante (ou fonction de SCHWARTZ) toute fonction f de classe C*™ qui
décroit plus vite que polynomialement & linfini et dont toutes les dérivées décroissent plus vite que polynomialement,

le. :

vn €N, Vpe N, m " fP) () =0

li
Tr—r T o0
L’espace des fonctions déclinantes est appelé espace de SCHWARTZ et est noté S.

— SifeS alorsVpeN, fP) eS8,
— L’ensemble S est stable par transformée de FOURIER, i.e. :

VfeS, TF[f]e S
et on a la formule d’inversion :

vfeS, TFITF'[f] = TF'[TF[f]] = f

(117)

(118)

(119)

En fait, la transformée de FOURIER est un autohoméomorphisme de S (une bijection continue de bijection

réciproque continue de S dans lui-méme).
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— Si(f,g) € S?% alors fge Set fxgeSet:
TF([fg] = TF[f] « TF[g] ; TF[f =g] = TF[f]TF[g] (120)

Définition IV.11. Une distribution tempérée T est une fonctionnelle linéaire continue sur S. L’ensemble des dis-
tributions tempérées est donc le dual topologique 8" de l’espace de SCHWARTZ S (c’est un K-espace vectoriel).

Remarque 1V.12.

— Les fonctions tests sont naturellement des fonctions déclinantes (D C S) : toute fonction nulle & Uinfini tend
évidemment vers 0 plus vite que polynomialement... Mieuzx : D est un sous-espace vectoriel de S.

— De ce fait, toute fonctionnelle (linéaire) sur S est en particulier une fonctionnelle (linéaire) sur D. De plus,
comme D et S ont la méme topologie (cf. , les fonctionnelles continues sur S sont en particulier continues
sur D. Ainsi, les distributions tempérées sont des distributions (S’ C D', notez le renversement de l'inclusion,).
S’ est un sous-espace vectoriel de D’.

Définition IV.13. La transformée de FOURIER d’une distribution tempérée T € S’ est définie par :
Vo €S, (TF([T], ¢) = (T, TF[¢]) (121)
On définit de la méme maniére la transformée inverse :
Vo €S, (TF'[T],¢) = (T, TF'[¢]) (122)
On a par exemple TF[d,] = [¢!%%] et TF[[1]] = 274.

Si f est une fonction sommable (i.e. f € L(R)), alors on a :

TF[[f]] = [TF[f]] ou avec une autre notation TF[Ty] = Trrpy (123)
Théoréme IV.14. Si (T,,) est une suite de distributions de S’ et T € §’, alors :
lim T, =T= lim TF[I,]= TF[T] (124)
n—4+oo n——4oo

Ce n’est pas vrai pour des suites de fonctions.

On a:

— VT €8, TF[4%] = —ikTF[T];
—vres, Y - TFfizT];

— VT €8, TF[T,] = e **TF[T];
— VT € 8, TF[e"'**T| = (TF|[T)), :
— Quand cela a un sens :

Y(T,U) € 8, TF[T * U] = TF[T|TF[U] (125)

V. PROBABILITE

Les probabilités sont au départ issues de la théorie des jeux, mais ont trouvé des applications fondamentales en
physique, en particulier en mécanique quantique ot la notion de densité de probabilité p(z) = |¥(z)|* est centrale.

A. Eléments mathématiques

On considére une urne remplie de boules numérotées et de différentes couleurs qu’on tire au hasard. Chaque point
de 'univers (ou espace des épreuves) €2 représente une issue possible du tirage.

Une fois I'univers défini, il faut assigner une probabilité & chacun de ces éléments. Si aucune indication n’est fournie,
on peut supposer I’équiprobabilité :

1

(126)
En général, on s’intéresse plutdt & un ensemble d’issues qui possédent une certaine propriété : une partie A de 2.
On désigne par w une issue élémentaire et A € P(2) I'ensemble des w qui réalise la propriété (on note P(2) est
Pensemble des parties de )
Si w est un élément de A, on dit que I’événement A est réalisé.
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Exemple V.1. On considére l'univers Q = {1,2,3,4,5,6}, l’événement « pair » est A ={2,4,6}

D’une maniére plus formelle, on désigne par (£2,T) P'espace probabilisable, ot  est 'univers et T" est une tribu de
, i.e. un ensemble de parties de Q (T C P(Q)) tel que :

1.0eT, QeT;

2.VAeT, AcT;

3. T est stable par union dénombrable : Up,enAy, € T
Exemple V.2 (pile ou face). On considére l'univers Q = { P, F'}, avec la tribu naturelle T = {0, {P},{F},Q}. Soient

A et B deux événements, on dit que A et B sont réalisé simultanément si l’issue w de ’épreuve vérifie w € AN B. Si
AN B =0 alors les événements sont dits incompatibles.

Probabilité Ensembles
issue w e N
événement ACQ
A est réalisé weA
A implique B ACB
AouB AUB
Aet B ANB

TABLE I — Correspondance entre les lexiques de la théorie des probabilités et de la théorie des ensembles.

B. Probabilités
1. Définition générale

Définition V.3. Soit (Q,T) un espace probabilisable, un probabilité sur cet espace est une application P : T — [0;1]
telle que P(Q) =1 et si (Ap)nen est une famille dénombrable d’événements de T deux & deux disjoints, alors :

P ( U An> = P(4,) (127)

neN neN
On dit que (2, T,P) est un espace probabilisé.

Proposition V.4. Soient A et B deux événements de T
— Si AC B, alors P(A) <P(B);
— P(A) =1-P(A);
— Si A € B, alors P(B) =P(A) + P(B\ A)
— P(AUB)=P(A) +P(B) -P(AN B)

2. Probabilités conditionnelles

Exemple V.5 (la roulette). On considére une roulette représentée en ﬁgure
On a:
e 79 . . . . . . 3.
— la probabz‘lz‘te d avoir un chszre impair : P(impair) =7
— la probabilité d’avoir un chiffre impair sachant qu’il est blanc :
7T _ 1

P(impair|blanc) = 37 =3

Définition V.6. On a la probabilité conditionnelle :

ANB)

P(B|A) = P(P @ (128)
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FIGURE 1 — Roulette.

3. Indépendance stochastique

Définition V.7. Deuz événements A et B sont dits indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

L’indépendance stochastique est attachée & la probabilité associée & 2 et non & une propriété des événements.

Exemple V.8 (tirage dans un urne). On considére une urne remplie de 3 boules blanches B et deux boules noires

N. On procéde G deux tirages successifs.

Q= {N1Nz, N1By, BN, Bi By} (129)

Calcul des probabzlztes (avec remise)
— P(Ny) =P(Ny) =

— P(B1) =P(B2) = %g

— P(N1Nz) = P(Ny N Ny) = P(N;) P(Ny) = &
— P(NyBy) = P(Ny N By) = P(N}) P(B,) = &
— P(B1N2) = P(B; N Na) = P(B1)P(N,) = &
— P(B1By) = P(B1 N By) = P(B1) P(B) = 5.

Calcul des pTobabzlztes (sans remise)
— P(N1) =P(N,y) = 2
P(B;) =2

— P(By1) =
— P(N1Ny) = P(Ny N Ny) = P(N1) P(N2| V1) = 55
— P(N1B3) = P(N1 N By) = P(N1) P(B3|N1) = 55
— P(B1N2) = P(By N Na) = P(B1) P(N2|By) = 5
— P(B1Bz) = P(B1 N Bz) = P(B1) P(B2| B1) = 55

4. Lot binomiale

Une épreuve de BERNOULLI est une épreuve aléatoire n’admettant que deux issues (le « suceés » et « ’échec »). On
considére ici la répétition a l'identique d’une méme épreuve de BERNOULLI.

Exemple V.9 (pile ou face). On considére un jeu de pile ou face avec les probabilités p et ¢ =1 —p. On réalise trois

tirages. Les issues possibles sont résumées en fig. [3

Vérification de la normalisation :
P> +3p°q+3p* +¢* = (p+9)° =1 (130)

Définition V.10. La loi binomiale :
N!
mn,n N n n __
Py(n) = Crp avec Cy = TN =)t (131)

est la probabilité de réaliser n succeés lors de N répétition d’une épreuve de BERNOULLI de paramétre p.



FIGURE 2 — Arbre de probabilité pour le jeu de pile ou face.

5. Formule de BAYES

Exemple V.11. On considére un ensemble de combinaisons de 4 spins.

HAt
Wit Wl Wt
il Tt Tt
e T Tt
W T T o’ T
—4 ) 0 B 1 X

FIGURE 3 — Ensemble des configurations de spins possibles. X désigne le spin total.

On consideére les événements :
TA} = MU = B(A) = L
—{B} = 1 = P(B) = 4.
Si on fait une mesure tel que X =2, alors P(A|X =2) = 1 et P(B|X =2) = 0.

On a la formule de départ :
P(ANB) =P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)

Soit R le résultat de la mesure ((A4;); un partitionnement de 'univers), on a :
P(A;) P(R|A;) = P(R) P(A;|R) = P(A|R) =
donc :

P(R) =P (U(R N Ak)> = P(RNA) = > P(A) P(R|A)

k

On a alors :

22

(132)

(133)

(134)
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Théoréme V.12 (Formule de BAYES).

(A P(RIA)
AR = S B rA) BRI AL) (135)

Exemple V.13. On considére 6 tirage successifs avec remise dans une urne remplie de 6 boules (blanches et noires).
Le but est d’estimer la composition de l'urne & partir de ces tirages. Avant tirage, il y a 7 configurations possibles
équiprobables (table. On peut alors estimer la probabilité de ces configurations en fonction du premier tirage (supposé

ici B) (table [IT]).

Noires Blanche Probabilité
0 6 1/7
1/7
1/7
1/7
1/7
1/7
1/7

STk Wi~
O~ N Wk Ot

TABLE 11 — Configurations possibles avant tirages.

A P(A) P(B|Ax) P(Ax|B)

(0B,6N) 1/7 0 0
(1B,5N) 1/7 (1/6)® 107°
(2B,4N) 1/7  (2/6)® 1073
(3B,3N) 1/7 (3/6)°  0.01
(4B,2N) 1/7 (4/6)°  0.06
(5B,1N) 1/7 (5/6)°  0.23
(6B,0N) 1/7 1 0.70

TABLE III — Tableau des probabilités du premier tirage en fonctions des configurations.

C. Variables aléatoires

On définit des lois de probabilité discréte ou continues. Pour les lois continues, on parle alors de densité de probabilité
p(z) telle que :

— Vz € R, p(z) est définie;

— on a la normalisation f:f; p(z)dz =1;

— plx < X <z+dz)=dp = p(z)dz;

—pla< X <b) = f;p(x) dx.

1. Caractéristiques numériques

X P(X)
1 pP1
T2 P2
Tn  Pn

TABLE IV — Probabilité de la variable aléatoire.
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On définit la moyenne par :

S DI (discret)
(&) =x= {er;o zp(x)dx (continue) (136)

On définit la variance par :

oz —X)?%p; discret
o} (X)=V(X) = Z;,;l(x — 2) P ( lscr.e) (137)
J o (x—X)?p(z)dz  (continue)
D’une maniére générale :
Xk = / Fp(z)dz ;5 (X —X)k = / (x — X)*p(z) dz (138)
Théoréme V.14 (KONIG-HUYGENS). On a :
(X - X)? = (X?) - (X)? (139)
D’autres moments peuvent étre définis comme le coefficient d’asymétrie :
(X - X)?
a= 3" (140)

a = 0 si la répartition est symétrique, a # 0 sinon. On peut également définir de la méme maniére le coefficient
d’aplatissement :

A= 22 (141)

Exemple V.15. On considére VX € [0;2], p(x) = Ce™™ (p(x) = 0 en dehors de [0;2]), ot C est une constante
déterminer.

Awvec la normalisation, on a :

+oo 2 1
1= / plx)de = / Cedz=C(l—e?)=1=C= T (142)
—00 0 -
On cherche désormais la moyenne :
- Foo 2 - 1-3e7?
X:/ xp(x)dx:/ xCe_mdx:[...]éX:ﬁ (143)
—00 0 -
On calcule le moment d’ordre k, XF :
o +oo 2
Xk = / Fp(z)da = / Ca*e™ dx (144)
—o0 0
On introduit un paramétre X\ :
2 ok
— 0
Xk — Y Az
C/O 5‘/\’“6 dx -
ot
= _Cw/o € dz .
6]6 e—)\m 2 (145)
- o5,
A=1
ok 1
= —_OC—2-(1— 2\
Comerd )|
Calcul de la moyenne a partir du moment :
— oF (1 —e 2 1—3e?
X=0—|— =[..]= — 146
Ca)\k( A ) o1 -] 1—e2 (146)




2. Les fonctions de répartition, génératrices et caractéristiques

On a la fonction de répartition :

On peut alors écrire :

Cette fonction vérifie :

— lim F(x)=0;
r—r—00

— lim F(z)=1;
Tr—+00

— Pz <X <z+dx)=p(x)de =dF
On définit la fonction génératrice des moments par :

Gt) = / T o) dar = X

— 00

En calculant la dérivée k-iéme :

dtk

t=0

On retrouve le moment d’ordre k.

t2 X2
2!

— 2
Gt)=etX =1+tX + +...:1+tX+§X2+...

Pour les moments centrés :

G(t) = et(@=X) = / et @=X) p(x) da

On définit la fonction caractéristique par :

+oo 2
. ) t
p(t) = eltX = / ep(r)dr =1+itX — o0 X2+ ...

— 00

8. Les lois classiques

On a la loi binomiale :
Px(n) = Crp"g" "

avec p + ¢ = 1. On vérifie la normalisation :

N N
Y Py(n)=> Crp"d" "=+ =1
n=0 n=0

25

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)
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Sa fonction génératrice est :

N
G(t) = Z emORp N T = (pel 4 )N (156)
n=0
On fait le développement limité en O :
2 43 N N
G(t)N{p<1+t+2+3+O(t4))+q} ~[p+q+e] (157)
ol e <K 1.
N(N -1 N(N —-1)(N -2
G(t) ~1+4+ Ne+ (2' )€2+ ( 3?( )€3+...
2
N pt*>  pt? 1 N(N-1) pt*>  pt? 4
_1+N<pt+2!+3!—|—0(t) +T pt+i+§+0(t)
N(N —1)(N —2) 2 ptd s (158)
- - p p 4
+ 30 (pt+2!+3!+(’)(t)) + ...
t27 3_
~ R BT,
~1+tn+ 2!n + 3!71 + ...
d’ou :
n=Np
— =V(n)=N 159
{n2 = Np+ N(N —1)p? (n) pq (159)
On a a la loi de GAUSS :
N! ti N!
]P> - n N —n continu ]P) - r N—x 160
~(n) PR — Py(x) AN = e (160)
On développe autour de X* (le mode, ici correspondant a la valeur moyenne) :
* . d
In[Py(X* +¢)] ~ In[Pn(X*)] +¢ dx{ln(]P’N(ac))}’
X*
g2 d?
+ — —{In|Py(x
3 gz Pl )]}‘X* (161)
+ ...
g2 a2
Calcul du mode X*. Avec la loi binomiale :
I[Py (z)] = In(N!) — In(z!) — In[(N — 2)!] + 2 1In(p) + (N — x) In(q) (162)
Par dérivation :
d
e In[Px(z)] = —In(z) + In(N — z) + In(p) — In(q)
d
—IPy(X")] = 0= —In(X*) + In(N — X*) + In(p) — In(g) = 0 (163)
= X*"=Np
Le calcul de la dérivée seconde donne :
d2 1 1

dz X Npqg o



On a:

e? d? e?

I[Py (2)] = [Py (X)) + o 5 {In[Pn(2)]} =C-=
r=X*

d’ou :
Py(z) = Ke = /) avec e=X—-X* ; X*=Npg=X
=X

ple) = Ko™ 53

Soit Iy (k) = fj::’ uFe=2" du. Si k est impair, alors I)(k) = 0. Si k est pair, k = 2p :
+oo +oo p . p +oo .
0 1 /+°° 2 0 p\/?
- (Z)— e dr=(-2) /T
)] )
Exemple V.16. On a par ezemple I)(0) = /%, In(2) = %/\‘52

Calcul de la normalisation :

+o0 -
/ p(m)dle@onkh/(gaz)(O):K\/27TU2:1

— 00
__1 — .
On calcul K = Taeos avec la normalisation, donc :

Calcul de la moyenne :

Onposeu=1x—X :

_ /+°°( 59 1 2 too g ? too 2
X = u+ X e 202 du = u e u+X/ e202 du
—o0 V2mo? —oo V2T —o0o V2mo?

= X =X"= Np (loi binomiale)
Calcul de X2 :

+oo — +oo
J— 1 (z=%)2 — 1 1
X2:/ z? 267% = dw:/ (u+X)27e_§m”2du
oo 2ro 0 2mo?
o, 1 a2 - [t 1 . - [T 1 e
:/_OO u We 207 du—|—2X/_OO u27702e2”2 du+ X / 277028 202 du
—2

= 2:J2+y2:>0'2:ﬁ—X

— 00

On a la fonction génératrice :

+oo 1 1 =2 +oo 2
—_ _1(@=X)7 _1(E@E=X)"
G(t) = et =/ et e 222 dx:k:/ e 2 2.7 dzx

oo V2mo? —0
k
Avec :
1(xr—X)2 _
3T +tr=—-—= [(z — X)*20%tz]
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D’ou 'expression de l'intégrale :

“+o0 o
¢ 1 1, 2,412
G(t) = 3 (7" +2%0 / X+ gy
— 00 27'('0'2

_ e%(02t2+2?t)

Calcul de P(a < X < b) :
b
P(a§X<b):/ p(x)dz = F(b) — F(a)

a

Pour le calcul, on utilise ’expression de la gaussienne normalisée :

(M)

£) = —=e %

r—X £(r) 1 _%u—fﬂ 1 2
T = T)= e o g = e 2
V2mo? V2
On a donc 7, = =X et 1, = =X alors :
o

Pla < X <b) =P(r, <R <) =1(ry) = TI(ra)

ou II est la fonction de répartition de R (valeurs tabulée).

D. Systémes de variables aléatoires

On considére :

F(z,y) =P(X <z,Y <y)

bl ,,,,,,,,,, —

| |
I I
| |
| |
O a b x

FIGURE 4 — Représentation graphique.

Pl(x,y) € (S)] = F(b,b") — F(a,b") — F(b,a’) + F(a,a’)
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(177)

(178)

(179)
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Onposea=x, b=z +dx et a’ =y, b/ =y + dy. On peut réaliser le développement limité :

2 2
1 9°F
+ 2 9207 dx dy

Flatdeoy+dy) = Flea) + 9 ar S+ 155"+ 125
F(z+dz,y) = F(z,y) + 4+ 1OF 4, 4 1O°F

2 Oz 2 0z2
— 10F 19°F
Flz+dz,y) = F(z,y) + 35, v+ 352
= F(z +dz,y + dy) = Fey)+3Edet §Edy+3 257+ 1 22874 028 drdy
~F(oy)-4Edo- L 28" F(ay)-§Edy-$ 28
2
= dxzd
0xdy vy
d’ou :
0*F
Y) = ; €S = z)dxd
p(x,y) 920y [(z,9) // zdy
Définition des densités marginales :
u=—400
gt dFy(y) [+
Fy(y) = F(+o0,y) = /A:_w plw,v)dudv 5 py(w) = —3 = = / p(z,y)dz

de méme :

v=+00 T +oo
Fiw) = Fo+o) = [ ptuoyaude s ) = T = [

=—o00

Densité conditionnelles.
Pr<X<z+dr,y<Y <y+dy) =p(z,y)dzcdy
Avec P(ANB) =P(A)PB|A) et P(y <Y <y+dylz < X <z +dz) = p(y|lz) dy
p(z,y) p(z,y)

ple,y) dady = pi(@)p(vle) dedy = plyle) = 7 0 = s S

On a les conditions d’indépendance des variables aléatoires :
— P(A,B) =P(A)P(B);
— p(z,y) = pr(x)p2(y);

— p(ylz) = p2(y).
Moment d’un systéme de variables aléatoires. Pour deux variables, on a :

Xk = //J:o xkp(ac,y) dxdy = /J:O z® [/:’0 plz,y) dy} dz = /:)O xkpl(x)

On a:

Les moments croisés sont :

R +oo
M(X*Y!) = XFyl = // 2yl p(z,y) dz dy

M(X*Y! = (X — X)k(Y — Yl//+oox By =) p(z,y) dzdy

29
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Remarque V.17. Ona (X — X)(Y —Y) = XY — X - Y. On définit le coefficient de correlation :

X,Y
Coom(X,Y) = cov(X,Y) (191)
OxXoy
Pour un systéme de variables aléatoires, F(z1,...,2,) :
Fi(z;) = F(400,...,400,2;,+00,...,+00)
+o0 (192)
i(24) // plx1,...,xp)dey doj—q dayqq day,
E. Fonctions de variables aléatoires
Méthode. On procéde suivant le protocole :
1. tracer la fonction;
2. résoudre y = f(x);
3. calcul de la densité;
4. remplacer la variable xz; par y;
5. vérifier la normalisation.
Soit une variable aléatoires Y = g(X). On connait la densité marginale px (x). On cherche Y et oy :
—+oo
Y = / ypy (y) dy (193)
Par conservation des probabilités dp = px(x) dz = py (y) dy :
Y = :t/ y(x)px(x)de (194)
On a
px (i)
py (y) = (195)
— |y ()]

22

Exemple V.18. Soit Y = (X +a)?, ot X suit une loi normale centrée réduite, i.e. px(x) = 5=~ 2. On représente
la fonction f :y = (x + a)?.

FIGURE 5 — Loi normale.

— siy <0, alors (v +a)? =y n’a pas de solution ;
— sy >0, alors (x = —a £ /y).



On applique alors la formule :

avec :
ly'(z:)| = [2(z + a)| = 2/y
on a alors :
B P M
SN NG Var
d’ou :

at+7 |2
2

= +
0 ey 0 2y 2T 27 Y

par un changement de variable, on obtient :

+oo +o0 e—u2/2
dy = du=1
/_ N py (y) dy /_ A

Calcul de la moyenne. On pose :

Z =X +puY

:>Z=/+00zf(z)dz

- //_;oo()\a: + py) f(z,y)dedy

= A//_;mxf(x,y)dxdwu//_j yf(z,y)dedy

+o0 Foo
:A/ ;cfl(:c)dx-l-,u/ yfa(y) dy

—oo —o0
=X +puY
Calcul de la variance. On pose :

Zl = )\1X + ,U,1Y
Zy = Mo X + p2Y

= cov(Z1,22) = (21 — Z1)(Zo — Z3) = //(21 — Z1) (22 — Z3) f(21, 22) d2zy dzo

On calcul cov(X, Z5) :
cov(X, Zy) = cov(X, Ao X + uY)
— [ =T Pate = T + maly ~ D] . v) oy
= Agcov(X, X) + pacov(X,Y)
La covariance est bilinéaire. On montre de méme :

cov(Zy, Za) = MAgcov(X, X) + Mpa(X,Y) + p1Ascov(Y, X) + pypocov(Y,Y)
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Remarque V.19. Lécart-type d’une somme X +Y de variables aléatoires indépendantes est oxy = \/o% + 0%
(théoréme de Pythagore). L’écart-type du produit d’une variable aléatoire par un scalaire AX est oxx = |Mox. La
variance de AX +Y est N2V (X) + 2Acov(X,Y) + V(Y) > 0. Comme le discriminant est positif, on a :

0< cov(X,Y)

< m <1=0< Ccorr(XaY) <1 (205)

Loi de répartition. Pour une somme de variables aléatoires Z = X +Y :
Fz(2) =P(Z < 2) (206)
SoZ <zalors X+Y <zdoncY < —z+ z d’ou :
+o0 +oo
rz<a= | seaaa= [ [ i) (207)
D

—o0 —0o0
or :

pz(z) = dl;iz)

~H{ [ renalad

+oo d —x+z (208)
= /m dzUoo f(ﬂf,y)dy] da
+oo
:/ fla,—x+ 2)dx
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes :
f(z,y) = fx () fy (y) (209)
Dans ce cas :
+oo
f22) = [ @)y - 0)de = (fx o (@) (210)
—0o0
ol * désigne le produit de convolution.
Fonction caractéristique. On a :
B(t) = eitZ — Qit(X+Y) — it X ity (211)
Si X et Y sont indépendantes :
o(t) = XY (212)
F. Limites de probabilités
Convergence en probabilité.
Ve >0, V6 >0, Ing € N, Vn >ng, P(|X, - L|<e)>1-96 (213)
ie. P(|X,—L|>¢e)>¢
Inégalité de MARKOV. Soit Y une variable aléatoire, on a l'inégalité de MARKOV :
Y
VYa >0, P(Y >a) < — (214)
a
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Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV. On pose dans l'inégalité de MARKOV Y = (X — X)2 donc Y =
(X —X)2 =0%. On pose a =¢? > 0 donc :

— o2 o3 — o3
P(X -X)P?>H)< X=2PX-X>)< X oP(X-X<e) > 1—6—)2( (215)
Loi des grands nombres. Soit (X;),.,.,, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.e. qui suivent la méme loi). Soit la variable aléatoires Y, telle que :

n

1

Yo==-> X;
n > —

=t (216)

n

Ly 1 L o 0Xx
1= 1=
ou ox est I'écart-type de chaque variable X; (étant identiquement distribuées, elles ont en particulier le méme écart-

type).
Théoréme central limite. On conserve les notations précédentes et on considére une gaussienne f(z) =

—L_e=*"/2_ Soit o(t) = TF[f](t) = ¢~/2. La fonction caractéristique de Y, est :

Var
by, (t) = eltVn = elt iy Xi — Heith _ Heith = [px ()" (217)
j=1 j=1
On passe au logarithme :
In[gy, ()] = nIn[gx (1)] (218)

On suppose sans perte de généralité que X = 0. Avec ¢x(t) ~1+iX + %ﬁ +...,ona:

2 —
Inlgy, (1)) = nlnfl - SXF 4. ] (219)
On réalise le changement de variable Z,, = };“;\/g. On a alors ¢z, (t) = ¢y, (UYt \/ﬁ> donc :
Inf¢pz ()] = In[l — ﬁ +...]= —ﬁ + f 1 (220)
Zn = o TR n
Ainsi, quand n — +00 :
_2 1 _ 2/2
¢z, (t)=e"7 = Z,(t) = —e *» (221)



	Méthodes mathématiques pour la physique
	Résumé
	Contents
	Bibliographie
	Espaces de Hilbert
	Anneaux et corps
	Espace vectoriel
	Injection, surjection, bijection et applications linéaires
	Produit scalaire hermitien
	Espace préhilbertien, hermitien, euclidien
	Inégalités de Cauchy-Schwarz et triangulaire
	Métrique et distance
	Norme et espace vectoriel normé
	Orthogonalité
	Définition
	Cas de la dimension finie
	Cadre général en dimension infinie


	Opérateurs
	Définition générale
	Opérations sur les opérateurs
	Opérateurs particuliers
	Projecteur
	Valeur propre et vecteur propre d'un opérateur
	Cadre général
	Cas de la dimension infinie


	Distributions
	Espace des fonctions tests et espace dual
	Distributions particulières
	Opérations sur les distributions
	Suites et séries de distribution, convergence
	Produit de convolution de distributions
	Valeur principale de Cauchy d'une intégrale

	Séries de Fourier et transformées de Fourier
	Séries de Fourier
	Développements en séries de Fourier
	Transformées de Fourier de fonctions
	Transformées de Fourier de distributions

	Probabilité
	Éléments mathématiques
	Probabilités
	Définition générale
	Probabilités conditionnelles
	Indépendance stochastique
	Loi binomiale
	Formule de Bayes

	Variables aléatoires
	Caractéristiques numériques
	Les fonctions de répartition, génératrices et caractéristiques
	Les lois classiques

	Systèmes de variables aléatoires
	Fonctions de variables aléatoires
	Limites de probabilités



