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I. ESPACES DE HILBERT

A. Anneaux et corps

Définition I.1 (anneaux). Soit E un ensemble d’éléments {x1, x2, . . . }. On suppose qu’à tout couple d’éléments de
E on peut associer un troisième élément de E de deux manières différentes, l’addition + et la multiplication · qui
satisfont les propriétés suivantes :

— ∀(x1, x2, x3) ∈ E3, x1 + (x2 + x3) = (x1 + x2) + x3 (associativité de l’addition) ;
— ∀(x1, x2) ∈ E2, x1 + x2 = x2 + x1 (commutativité de l’addition) ;
— ∃0 ∈ E, ∀x ∈ E, x+ 0 = x (il existe un élément neutre 0 pour l’addition) ;
— ∀x ∈ E, ∃(−x) ∈ E, x+ (−x) = 0 (il existe un opposé −x de x) ;
— ∀(x1, x2, x3) ∈ E3, x1 · (x2 · x3) = (x1 · x2) · x3 (associativité de la multiplication) ;
— ∀(x1, x2, x3) ∈ E3, x1 · (x2 + x3) = x1 · x2 + x1 · x3 et (x1 + x2) · x3 = x1 · x3 + x2 · x3

(distributivités gauche et droite de la multiplication par rapport à l’addition).
Alors E est un anneau.

Remarque I.2. Si l’anneau vérifie de plus la propriété x1 · x2 = x2 · x1, alors il est dit commutatif.

On fixe (x1, x2) ∈ E2, alors l’équation ∀x ∈ E, x1 · x = x2 n’a pas forcement de solution dans le cas général.

Définition I.3 (corps). Soit K un anneau commutatif vérifiant :

∀x1 ∈ K, ∀x2 ∈ K \ {0}, ∃x ∈ K, x2 · x = x1 (1)

alors K est un corps et x est appelé le quotient de x1 par x2.

Remarque I.4. L’élément unité du corps e ∈ K vérifie ∀x ∈ K, x · e = x. L’élément inverse x−1 ∈ K de x ∈ K est
définit par x−1 · x = e.

https://www.2spl.fr/web/content/610?unique=af543b48bb21b1ac5a204bce8e940bf144c7e6c9
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B. Espace vectoriel

Définition I.5. Soit K un corps commutatif composé d’éléments {m1,m2, . . . } appelés scalaires et E un ensemble
d’éléments {X1, X2, . . . }. On peut définir l’addition de deux éléments de E, X1 ∈ E , X2 ∈ E , X1 +X2 par :

— ∀(X1, X2) ∈ E2, X1 +X2 ∈ E ;
— ∀(X1, X2, X3) ∈ E3, X1 + (X2 +X3) = (X1 +X2) +X3 (associativité) ;
— ∀(X1, X2) ∈ E2, X1 +X2 = X2 +X1 (commutativité) ;
— ∃OE ∈ E , ∀X ∈ E , X +OE = X (existence d’un élément nul de l’ensemble) ;
— ∀X ∈ E , ∃(−X) ∈ E , X + (−X) = 0 (existence d’un opposé).

On définit la multiplication d’un élément de E par un scalaire de K, X ∈ E , m ∈ K, m ·X par :
— ∀m ∈ K, ∀X ∈ E , m ·X ∈ E ;
— ∀m ∈ K, ∀(X1, X2) ∈ E2, m · (X1 +X2) = m ·X1 +m ·X2 (distributivité par rapport à l’addition vectorielle) ;
— ∀(m1,m2) ∈ K2, ∀X ∈ E , (m1 +m2) ·X = m1 ·X +m2 ·X (distributivité par rapport à l’addition scalaire) ;
— ∀(m1,m2) ∈ K, ∀X ∈ E , (m1 ·m2) ·X = m1 · (m2 ·X) (compatibilité des multiplications) ;
— ∀X ∈ E , 1 ·X = X (1 ∈ K) (existence d’un élément neutre).

L’ensemble E muni des lois + et · est un espace vectoriel, et X ∈ E est un vecteur de cet espace.

C. Injection, surjection, bijection et applications linéaires

Définition I.6. Soient A et B deux ensembles. Par définition :
— une injection de A dans B est une fonction telle que tout élément de B possède un ou zero antécédent dans A ;
— une surjection de A dans B est une fonction telle que tout élément de B possède au moins un antécédent dans

A ;
— un bijection de A dans B fait correspondre à tout élément de B un unique antécédent dans A.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps K.

Définition I.7 (linéarité). Un application f : E → F est dite linéaire si :

∀λ ∈ K, ∀(ϕ, ψ) ∈ E2, f(ϕ+ λψ) = f(ϕ) + λf(ψ) (2)

Définition I.8. Une application linéaire de E dans K est une forme linéaire sur E.

Définition I.9. L’application linaire f : E → F est :
— un endomorphisme si E = F ;
— un isomorphisme si f est bijective ;
— un automorphisme si E = F et f est bijective.

D. Produit scalaire hermitien

Définition I.10 (p.s.h.). Une forme hermitienne sur E est une application ⟨ · | · ⟩ de E2 → C telle que :
— ∀(ϕ, ψ) ∈ E2, ⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩∗1 ;
— ∀(ϕ, ψ, χ) ∈ E3, ⟨ϕ|ψ + χ⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩+ ⟨ϕ|χ⟩, ⟨ϕ+ χ|ψ⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩+ ⟨χ|ψ⟩ ;
— ∀λ ∈ C, ∀(ϕ, ψ) ∈ E2, ⟨ϕ|λψ⟩ = λ⟨ϕ|ψ⟩ (linéarité en la 2e variable) ;
— ∀λ ∈ C, ∀(ϕ, ψ) ∈ E2, ⟨λϕ|ψ⟩ = λ∗⟨ϕ|ψ⟩ (anti-linéarité en la 1re variable).

Une forme hermitienne est dite positive si ∀ϕ ∈ E, ⟨ϕ|ϕ⟩ ≥ 0. Elle est dite définie positive si de plus ∀ϕ ∈ E, ⟨ϕ|ϕ⟩ =
0 ⇔ ϕ = OE l’élément nul de l’ensemble E.

On appelle produit scalaire hermitien (p.s.h.) une forme linéaire hermitienne définie positive.

Remarque I.11. On dit que le p.s.h. est sesquilinéaire à gauche, car anti-linéaire par rapport à la première variable
et linéaire par rapport à la seconde.

1. On note ∀z ∈ C, z∗ est le conjugué complexe de z.
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E. Espace préhilbertien, hermitien, euclidien

Définition I.12. Un espace préhilbertien complexe (resp. réel) est un espace vectoriel complexe (resp. réel) muni
d’un produit scalaire hermitien (resp. euclidien). Un espace préhilbertien de dimension finie est un espace hermitien
(resp. euclidien).

F. Inégalités de Cauchy-Schwarz et triangulaire

Théorème I.13. Soit E un espace préhilbertien, l’inégalité de Cauchy-Schwarz est :

∀(ϕ, ψ) ∈ E2, |⟨ϕ|ψ⟩|2 ≤ ⟨ϕ|ϕ⟩ · ⟨ψ|ψ⟩ (3)

Avec la norme euclidienne ∥ · ∥ définie ∀φ ∈ E , ∥φ∥ =
√

⟨φ|φ⟩ :

∀φ ∈ E , |⟨ϕ|ψ⟩| ≤ ∥ϕ∥ · ∥ψ∥ (4)

Démonstration. Soient λ ∈ K, (ϕ, ψ) ∈ E2, on calcule le produit scalaire :

⟨ϕ+ λψ|ϕ+ λψ⟩ = ⟨ϕ|ϕ⟩+ λ∗⟨ψ|ϕ⟩+ λ⟨ϕ|ψ⟩+ λλ∗⟨ψ|ψ⟩
= |λ|2⟨ψ|ψ⟩+ (λ⟨ϕ|ψ⟩)∗ + λ⟨ϕ|ψ⟩+ ⟨ϕ|ϕ⟩
= |λ|2⟨ψ|ψ⟩+ 2Re(λ⟨ϕ|ψ⟩) + ⟨ϕ|ϕ⟩

(5)

Si ⟨ψ|ψ⟩ = 0, alors ψ = OE , et l’inégalité est vérifiée.
On considère ⟨ψ|ψ⟩ ̸= 0. On pose dans ce cas :

λ ≡ −⟨ϕ|ψ⟩∗

⟨ψ|ψ⟩
(6)

On peut alors écrire le produit scalaire précédent :

⟨ϕ+ λψ|ϕ+ λψ⟩ =
∣∣∣∣−⟨ϕ|ψ⟩∗

⟨ψ|ψ⟩

∣∣∣∣2 ⟨ψ|ψ⟩+ 2Re

(
−⟨ϕ|ψ⟩∗

⟨ψ|ψ⟩
⟨ϕ|ψ⟩

)
+ ⟨ϕ|ϕ⟩

=
|⟨ϕ|ψ⟩|2

⟨ψ|ψ⟩
− 2

|⟨ϕ|ψ⟩|2

⟨ψ|ψ⟩
+ ⟨ϕ|ϕ⟩ ⟨ψ|ψ⟩

⟨ψ|ψ⟩

=
⟨ϕ|ϕ⟩ · ⟨ψ|ψ⟩ − |⟨ϕ|ψ⟩|2

⟨ψ|ψ⟩

(7)

Or, ⟨ϕ+ λψ|ϕ+ λψ⟩ ≥ 0 donc ⟨ϕ|ϕ⟩·⟨ψ|ψ⟩−|⟨ϕ|ψ⟩|2
⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0. Comme ⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0, le numérateur est positif ou nul, donc :

|⟨ϕ|ψ⟩|2 ≤ ⟨ϕ|ϕ⟩ · ⟨ψ|ψ⟩ (8)

On retrouve bien l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théorème I.14. Pour tout couple (ϕ, ψ) de vecteurs d’un espace préhilbertien, on vérifie l’inégalité triangulaire :

∥ϕ+ ψ∥ ≤ ∥ϕ∥+ ∥ψ∥ (9)

Démonstration. On peut établir les équivalences suivantes (notées (∗)) :

(∗) ⇔ ⟨ϕ+ ψ|ϕ+ ψ⟩ 1
2 ≤ ⟨ϕ|ϕ⟩ 1

2 + ⟨ψ|ψ⟩ 1
2

⇔ ⟨ϕ+ ψ|ϕ+ ψ⟩ ≤ (⟨ϕ|ϕ⟩ 1
2 + ⟨ψ|ψ⟩ 1

2 )2

⇔ ⟨ϕ+ ψ|ϕ+ ψ⟩ ≤ ⟨ϕ|ϕ⟩+ ⟨ψ|ψ⟩+ 2(⟨ϕ|ϕ⟩ · ⟨ψ|ψ⟩) 1
2

(10)

On peut écrire le membre de gauche comme :

⟨ϕ+ ψ|ϕ+ ψ⟩ = ⟨ϕ|ϕ⟩+ ⟨ψ|ψ⟩+ ⟨ϕ|ψ⟩+ ⟨ψ|ϕ⟩ (11)
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que l’on peut mettre sous la forme :

⟨ϕ+ ψ|ϕ+ ψ⟩ = ⟨ϕ|ϕ⟩+ ⟨ψ|ψ⟩+ 2Re(⟨ϕ|ψ⟩) (12)

On a alors l’équivalence :

(∗) ⇔ Re(⟨ϕ|ψ⟩) ≤ (⟨ϕ|ϕ⟩ · ⟨ψ|ψ⟩) 1
2 (13)

Si Re(⟨ϕ|ψ⟩) < 0, le résultat est pédestre.
Si Re(⟨ϕ|ψ⟩) ≥ 0, on peut alors écrire l’équivalence :

(∗) ⇔ [Re(⟨ϕ|ψ⟩)]2 ≤ ⟨ϕ|ϕ⟩ · ⟨ψ|ψ⟩ (14)

Or la valeur absolue de la partie réelle d’un nombre complexe est toujours inférieure au module de ce nombre, donc :

[Re(⟨ϕ|ψ⟩)]2 ≤ |⟨ϕ|ψ⟩|2 (15)

Avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors :

|⟨ϕ|ψ⟩|2 ≤ ⟨ϕ|ϕ⟩ · ⟨ψ|ψ⟩ (16)

Donc (∗) est vérifiée dans tous les cas, on retrouve le théorème par équivalences.

G. Métrique et distance

Définition I.15. Soit un ensemble E quelconque. Soit d une fonction numérique positive sur E2 telle que :
— ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = d(y, x) (symétrie) ;
— ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = 0 ⇔ x = y ;
— ∀(x, y, z) ∈ E3, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

On appelle d une distance sur E. (E, d) est un espace métrique, dont les éléments sont appelés points.

Note I.16. Si l’on abandonne la deuxième condition, alors d est un écart plutôt qu’une distance, et E est dit pseudo-
métrique.

H. Norme et espace vectoriel normé

Définition I.17. Soit un espace vectoriel E (complexe ou réel) et K un corps. Soit N une fonction numérique positive
sur E telle que :

— ∀x ∈ E , N(x) = 0 ⇔ x = 0 (0 est l’élément neutre de E) ;
— ∀x ∈ E , ∀a ∈ K, N(ax) = |a|N(x) ;
— ∀(x, y) ∈ E2, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).

N définit une norme sur E. (E,N) est un espace vectoriel normé. La norme peut être notée ∥ · ∥E ou simplement
∥ · ∥ quand il n’y a pas d’ambiguïté.

Note I.18. Si l’on abandonne la première condition, N est alors une semi-norme sur E.

On peut définir dans un espace vectoriel normé (E,N) une distance d avec :

∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) ≡ N(x− y) (17)

On dit que deux normes sont équivalentes si et seulement si les distances correspondantes le sont.
Pour un espace préhilbertien E , on peut définir la norme euclidienne à partir du produit scalaire par :

∀ϕ ∈ E , ∥ϕ∥ =
√

⟨ϕ|ϕ⟩ (18)

Tout espace préhilbertien est donc un espace vectoriel normé.
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I. Orthogonalité

1. Définition

Soient ϕ et ψ deux éléments d’un espace préhilbertien donné. (n ∈ N)
— ϕ est ψ sont dits orthogonaux si ⟨ϕ|ψ⟩ = 0 ;
— une famille d’éléments de cet espace est dite orthogonale si ses éléments sont orthogonaux deux à deux ;
— une famille orthogonale (ϕi)i∈[[1,n]] est dite orthonormée si ∀i ∈ [[1, n]], ⟨ϕi|ϕi⟩ = 1.

2. Cas de la dimension finie

Soit Rn[X] l’espace euclidien de dimension n + 1 des polynômes de degré inférieur ou égal à n ∈ N : ∀P ∈
Rn[X], deg(P ) ≤ n. On considère deux polynômes (P,Q) ∈ En2 :

P =

n∑
i=0

aiX
i et Q =

n∑
i=0

biX
i (19)

On peut définir plusieurs produits scalaires entre ces polynômes, en particulier :

⟨P |Q⟩1 ≡
n∑
i=1

aibi

⟨P |Q⟩2 ≡
ˆ 1

−1

dxP (x)Q(x)

⟨P |Q⟩3 ≡
ˆ +∞

−∞
dx e−x

2

P (x)Q(x)

(20)

Pour chacun de ces produits scalaires, on peut construire une base orthogonale, en particulier :

⟨P |Q⟩1 −→ (1, x, x2, . . . , xn)

⟨P |Q⟩2 −→ polynômes de Legendre
⟨P |Q⟩3 −→ polynômes d’Hermite

(21)

De manière plus générale, un système de polynômes est dit orthogonal sur l’intervalle [a, b] par rapport au poids
W lorsque :

∀(m,n) ∈ [[1, n]]2, m ̸= n⇒
ˆ b

a

dxW (x)Pm(x)Pn(x) = 0 (22)

Les données relatives à un certain nombre de ces polynômes régulièrement utilisés peuvent être trouvées dans la
littérature, en particulier le Handbook of Mathematical Functions de M. Abramowitz et I. A. Stegun . On peut
entre autre y trouver les valeurs des poids wi et des nœuds xi des quadratures de Gauss de la forme :

ˆ b

a

dx f(x) ≈
n∑
i=1

wif(xi) (23)

3. Cadre général en dimension infinie

On considère ici des familles de polynômes déjà vues, mais où le degré des polynômes n’est pas limité. On construit
alors des séries convergentes :

P =
∑
i

aix
i etc. (24)

Définition I.19 (ensemble complet). Un espace topologique est dit complet si et seulement si toute suite de Cauchy
formée d’éléments de cet espace converge vers un élément de ce même espace.
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Définition I.20 (espace de Banach). Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition I.21 (espace de Hilbert). Un espace préhilbertien complet pour la norme associée au produit scalaire est
appelé espace de Hilbert. Il s’agit donc aussi d’un espace de Banach muni d’un produit scalaire.

On considère l’intervalle ]a, b[, (a, b) ∈ R
2

et W : ]a, b[→]0,+∞[ continue. L’espace des fonctions de carré intégrable
pour la mesure W (x) dx noté L2(]a, b[,W (x)) des fonctions de x à valeurs dans R telles que :ˆ

|f(x)|2W (x) dx (25)

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

⟨f |g⟩ =
ˆ b

a

W (x)f(x)g(x) dx (26)

Définition I.22. Soit un espace préhilbertien E donné et (en)n>0 une suite orthonormée de vecteurs. ∀x ∈ E, on
définit les coefficients de Fourier de x par rapport à la suite orthonormée (en)n>0 :

cn(x) ≡ ⟨en|x⟩ (27)

On a l’inégalité de Bessel :
+∞∑
n=1

|cn(x)|2 ≤ ∥x∥2 (28)

Théorème I.23. Il y a équivalence entre :
— la famille (en)n>0 est une base hilbertienne de l’espace préhilbertien E (définition) ;
— la somme

∑m
n=1 cn(x)en converge vers x au sens de la convergence dans E définie précédemment ;

— ∀x ∈ E , x =
∑+∞
n=1 cn(x)en ;

— ∀x ∈ E ,
∑+∞
n=1 |cn(x)|

2
= ∥x∥ (égalité de Parseval2) ;

— ∀(x, y) ∈ E2, ⟨x|y⟩ =
∑+∞
n=1 ⟨x|en⟩ ⟨en|y⟩ (relation de fermeture).

Définition I.24. On considère désormais un espace métrique E. On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon
R > 0 l’ensemble des points x tels que d(x, x0) < R. Un ensemble A est dit dense dans E si toute boule ouverte de E
contient un élément de A, i.e. on approcher d’aussi près que l’on veut n’importe quel point de E pour un point de A.
E est dit séparable s’il contient un ensemble dénombrable dense.

Remarque I.25. Un espace préhilbertien de dimension finie est automatiquement de Hilbert et séparable. Un espace
de Hilbert de dimension infinie est séparable si, et seulement si, il possède une base hilbertienne.

Définition I.26. L’espace dual de E noté E∗ est l’espace des formes linéaires sur E. C’est un espace vectoriel pour
les opérations habituelles. Cela signifie :

∀(µ, ν) ∈ (E∗)2, ∀λ ∈ K, ∀ϕ ∈ E , [λµ+ ν](ϕ) = λµ(ϕ) + ν(ϕ) (29)

Définition I.27. L’espace dual E est muni de la norme naturelle ∥·∥∞ telle que :

∀µ ∈ E∗, ∥µ∥∞ = sup
∥ϕ∥≤1

|µ(ϕ)| (30)

Cette borne supérieure est parfois infinie, et la forme linéaire est dite non normalisable. Les formes linéaires non
normalisables sont exactement les formes linéaires non continues sur H.

Si on considère désormais un espace de Hilbert H, on peut faire correspondre à tout vecteur ψ de cet espace une
forme linéaire ψµ ∈ H∗ donnant, pour tout vecteur ϕ de l’espace, le produit scalaire hermitien entre ψ et ϕ, i.e. :

∀ψ ∈ H, ∃ψµ ∈ H∗, ∀ϕ ∈ H, ψµ(ϕ) = ⟨ψ|ϕ⟩ (31)

En utilisant les notations de mécanique quantique, on a ψµ = ⟨ψ| ∈ H∗. Ainsi, tout vecteur de H peut être identifié
avec un élément du dual H∗. La réciproque est fausse : en dimension infinie, les formes linéaires non normalisables
(ou de façon équivalente, non continues) ne sont associées à aucun vecteur de H.

2. À ne pas confondre avec Perceval.

https://static.wikia.nocookie.net/kaamelott-officiel/images/b/b5/Perceval.jpg/revision/latest/scale-to-width-down/1000?cb=20210629111903&path-prefix=fr
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Théorème I.28 (Fréchet-Riesz). Soit µ une forme linéaire continue sur H. Il existe alors un unique vecteur
ψ ∈ H tel que :

∀ϕ ∈ H, µ(ϕ) = ⟨ψ|ϕ⟩ (32)

De plus :

∥µ∥∞ = ∥ψ∥ (33)

On dit que tout espace de Hilbert est isométriquement isomorphe à son dual topologique (l’ensemble des formes linéaires
continues). Le dual topologique est donc également un espace de Hilbert.

Ce théorème justifie ainsi la notation de Dirac, dans laquelle un état quantique est représentée indifféremment par
un ket (un vecteur) ou par son bra associé (une forme linéaire continue). Les formes linéaires non normalisables sont
les kets généralisés (deltas de Dirac, ondes planes...) qui n’appartiennent pas à l’espace de Hilbert. Ref.3 fournit
de plus amples détails sur ce point.

II. OPÉRATEURS

A. Définition générale

Définition II.1. Un opérateur linaire Ô sur un espace vectoriel H est une transformation Ô : H → H , ϕ 7→ ϕ′ =
Ô |ϕ⟩ linéaire, c’est à dire que :

∀(|ϕ1⟩ , |ϕ2⟩) ∈ H, ∀(λ1, λ2) ∈ K, Ô(λ1 |ϕ1⟩+ λ2 |ϕ2⟩) = λ1Ô |ϕ1⟩+ λ2Ô |ϕ2⟩ (34)

On définit de la même manière un opérateur anti-linaire K̂, vérifiant cette fois :

∀(|ϕ1⟩ , |ϕ2⟩) ∈ H, ∀(λ1, λ2) ∈ K, K̂(λ1 |ϕ1⟩+ λ2 |ϕ2⟩) = λ∗1K̂ |ϕ1⟩+ λ∗2K̂ |ϕ2⟩ (35)

Définition II.2. Ô un opérateur sur H est dit borné si :

∃M ∈ K, ∀ |ϕ⟩ ∈ H,
∥∥∥Ô |ϕ⟩

∥∥∥ ≤M∥ϕ∥ (36)

La norme de Ô est la plus petite valeur de M vérifiant la condition précédente.

B. Opérations sur les opérateurs

Définition II.3. Soient Ô1, Ô2 et Ô des opérateurs d’un espace de Hilbert H. On définit la somme de deux
opérateurs :

∀ |ϕ⟩ ∈ H, [Ô1 + Ô2] |ϕ⟩ = Ô1 |ϕ⟩+ Ô2 |ϕ⟩ (37)

De même, on définit le produit d’un opérateur par un scalaire par ;

∀ |ϕ⟩ ∈ H, [λÔ] |ϕ⟩ = λÔ |ϕ⟩ (38)

On définit la composée de deux opérateurs :

∀ |ϕ⟩ ∈ H, (Ô1Ô2) |ϕ⟩ = (Ô1 ◦ Ô2) |ϕ⟩ = Ô1(Ô2) |ϕ⟩ (39)

Le commutateur de deux opérateurs est défini par :

[Ô1, Ô2] = Ô1Ô2 − Ô2Ô1 (40)

3. L. Delafosse, A construction of the quantum state space, Stras. Stud. Phys. Lett. 1, 0202 (2025).

https://www.2spl.fr/web/content/610?unique=af543b48bb21b1ac5a204bce8e940bf144c7e6c9
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Deux opérateurs commutent si et seulement si [Ô1, Ô2] = 0. L’anti-commutateur de deux opérateurs est défini par :

{Ô1, Ô2} = Ô1Ô2 + Ô2Ô1 (41)

La puissance d’un opérateur est définie par :

Ôn = Ô ◦ · · · ◦ Ô︸ ︷︷ ︸
n fois

(42)

L’exponentielle d’un opérateur est définie par :

exp
(
Ô
)
= eÔ =

+∞∑
n=0

1

n!
Ôn (43)

Définition II.4. L’opérateur Ô d’un espace de Hilbert H est dit inversible si et seulement si il existe son inverse
Ô−1 tel que :

ÔÔ−1 = Ô−1Ô = 1̂ (44)

Définition II.5. L’opérateur adjoint Ô† de Ô est l’opérateur vérifiant :

∀(ϕ, ψ) ∈ H2, ⟨ϕ|Ô†|ψ⟩ = ⟨ψ|Ô|ϕ⟩∗ (45)

En notation matricielle, on a Ô† = OT
∗.

Proposition II.6. On a :
— (Ô†)† = Ô ;
— ∀λ ∈ K, (λÔ)† = λ∗Ô† ;
— (Ô1 + Ô2)

† = Ô†
1 + Ô†

2 ;
— (Ô1Ô2)

† = Ô†
2Ô

†
1 ;

— (|ϕ⟩⟨ψ|)† = |ψ⟩⟨ϕ|.

En pratique, ∀ |ψ⟩ ∈ H, avec |ψ′⟩ = Ô |ψ⟩, on a pour le bra associé ⟨ψ′| = ⟨ψ| Ô†. Ainsi :

∀(ϕ, ψ) ∈ E2, ⟨Ô†ϕ|ψ⟩ = ⟨ϕ|Ôψ⟩ = ⟨ϕ|Ô|ψ⟩ (46)

C. Opérateurs particuliers

Définition II.7. Un opérateur Â est dit auto-adjoint si :

Â† = Â (47)

Un opérateur B̂ est dit isométrique si :

B̂†B̂ = 1̂ (48)

Il est dit co-isométrique si :

B̂B̂† = 1̂ (49)

Un opérateur Û est dit unitaire s’il est isométrique et co-isométrique, i.e. :

Û†Û = Û Û† = 1̂ ou Û† = Û−1 (50)

Un opérateur B̂ isométrique conserve le produit scalaire (c’est en particulier le cas pour un opérateur unitaire),
i.e. :

⟨Bϕ|Bψ⟩ = ⟨ϕ|B†B|ψ⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩ (51)

Définition II.8. Un opérateur Ĉ est dit anti-unitaire s’il est anti-linaire et Ĉ† = Ĉ−1.
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D. Projecteur

Définition II.9. On considère un ensemble de vecteurs orthonormés {|ϕi⟩}i∈[[1,N ]], l’opérateur de projection sur le
sous-espace lié au N vecteurs {|ϕi⟩}i∈[[1,N ]] est :

P̂ =

N∑
i=1

|ϕi⟩⟨ϕi| (52)

On a donc P̂ 2 = P̂

Démonstration.

P̂ 2 =

n∑
i=1

N∑
j=1

|ϕi⟩⟨ϕi|ϕj⟩⟨ϕj | =
N∑
i=1

N∑
j=1

|ϕi⟩⟨ϕj | δij =
N∑
i=1

|ϕi⟩⟨ϕi| = P̂ (53)

E. Valeur propre et vecteur propre d’un opérateur

1. Cadre général

Définition II.10. Soit Ô un opérateur sur H. Une équation aux valeurs propres est de la forme :

∃λ ∈ K, ∃ |ϕ⟩ ∈ H, |ϕ⟩ ̸= 0, Ô |ϕ⟩ = λ |ϕ⟩ (54)

avec λ une valeur propre de Ô et |ϕ⟩ un vecteur propre de Ô pour la valeur propre λ. L’ensemble des vecteurs propres
liés à une valeur propre λ est le sous espace propre de la valeur propre Eλ = Ker(λ1̂ − Ô). Si la dimension de cet
espace est 1, alors la valeur propre est simple. Si la dimension de cet espace est n > 1, alors la valeur propre est n
fois dégénérée. La somme directe des sous-espaces propres correspond à l’espace H. L’ensemble des valeurs propres de
l’opérateur est appelé le spectre de cet opérateur Sp(Ô), avec dim[Sp(Ô)] ≤ dim(H).

On peut citer comme exemple d’équation aux valeurs propres intervenant en mécanique quantique l’équation de
Schrödinger indépendante du temps :

H |ϕn⟩ = En |ϕn⟩ (55)

Théorème II.11. Les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint sont réelles. Ses vecteurs propres correspondant à
deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Démonstration. On considère |ϕ⟩ ∈ H vecteur propre de l’opérateur auto-adjoint Ô pour la valeur propre λ. Alors :

⟨ϕ|Ô|ϕ⟩ = λ ⟨ϕ|ϕ⟩ = λ∥ϕ∥2 (56)

et :

⟨ϕ|Ô|ϕ⟩ = ⟨Ô†ϕ|ϕ⟩ = ⟨ϕ|Ô†|ϕ⟩∗ = ⟨ϕ|Ô|ϕ⟩∗ = λ∗ ⟨ϕ|ϕ⟩∗ = λ∗∥ϕ∥2 (57)

d’où :

λ = λ∗ ⇒ λ ∈ R (58)

Démonstration. On considère Considérons |ϕ⟩ et |ψ⟩ deux vecteurs propres de Ô aux valeurs propres λ et µ différentes
donc Ô |ϕ⟩ = λ et Ô |ψ⟩ = µ |ψ⟩. On a :

⟨ϕ|Ô|ψ⟩ = µ ⟨ϕ|ψ⟩ (59)
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Par ailleurs :

⟨ϕ|Ô|ψ⟩ = ⟨ϕ|Ô†|ψ⟩ = ⟨ψ|Ô|ϕ⟩∗ = λ∗ ⟨ψ|ϕ⟩∗ = λ ⟨ϕ|ψ⟩ (60)

On en déduit :

(µ− λ) ⟨ϕ|ψ⟩ = 0 (61)

Or, µ ̸= λ donc :

⟨ϕ|ψ⟩ = 0 (62)

Théorème II.12. Pour un opérateur unitaire, les valeurs propres sont des nombres complexes de module unité. Les
vecteurs propres correspondant à deux valeurs propres différentes sont orthogonaux.

Démonstration. Soit |ψ⟩ un vecteur propre d’un opérateur unitaire Û pour la valeur propre u. On a :

⟨ψ|Û†Û |ψ⟩ = uu∗ ⟨ψ|ψ⟩ = uu∗∥u∥2 (63)

D’autre part, comme Û†Û = 1̂, on a :

⟨ψ|Û†Û |ψ⟩ = ⟨ψ|ψ⟩ = ∥ψ∥2 (64)

d’où uu∗ = ∥u∥2 = 1 donc les valeurs propres sont biens des nombres complexes de module unité.

Démonstration. Considérons |ϕ⟩ et |ψ⟩ deux vecteurs propres de Û correspondant aux valeurs µ et ν différentes donc
Û |ϕ⟩ = µ |ϕ⟩ et Û |ψ⟩ = ν |ψ⟩. On a :

⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨ϕ|Û†Û |ψ⟩ = µ∗ν ⟨ϕ|ψ⟩ (65)

Or µ ̸= ν, par conséquent, ⟨ϕ|ψ⟩ = 0.

Théorème II.13 (décomposition spectrale). En notant am les n valeurs propres d’un opérateur Ô de multiplicité
respectives αm, la relation de décomposition spectrale de Ô s’écrit :

Ô =

n∑
m=1

αm∑
r=1

|m, r⟩ am ⟨m, r| (66)

Démonstration. Soit {|m, r⟩} l’ensemble des vecteurs propres de Ô où m ∈ [[1, n]] et r ∈ [[1, αm]]. Cet ensemble de
vecteurs sous-tend complètement l’espace H dont il est une base. Par conséquent, on pourra écrire la relation de
fermeture :

n∑
m=1

αm∑
r=1

|m, r⟩⟨m, r| = 1̂H (67)

En introduisant le projecteur Pm sur le sous-espace engendré par le vecteur relatif à la valeur propre am :

P̂m =

αm∑
r=1

|m, r⟩⟨m, r| (68)

On peut alors écrire la relation de fermeture précédente comme :

n∑
m=1

P̂m = 1H (69)

Ainsi, pour tout vecteur |ϕ⟩ de l’espace H, on a :

Ô |ϕ⟩ = Ô

n∑
m=1

P̂m |ϕ⟩ =
n∑

m=1

ÔP̂m |ϕ⟩ =
n∑

m=1

Ô

αm∑
r=1

|m, r⟩⟨m, r|ϕ⟩ (70)
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Soit :

Ô |ϕ⟩ =
n∑

m=1

αm∑
r=1

Ô |m, r⟩⟨m, r|ϕ⟩ =
n∑

m=1

αm∑
r=1

am |m, r⟩⟨m, r|ϕ⟩ (71)

Ainsi :

Ô |ϕ⟩ =
n∑

m=1

αm∑
r=1

|m, r⟩ am ⟨m, r|ϕ⟩ (72)

2. Cas de la dimension infinie

On considère un K-espace vectoriel E , O un endomorphisme de E et λ ∈ K.

Définition II.14. Si l’application (λIdE − O) n’est pas inversible, alors on dit que λ est une valeur spectrale de O.
L’ensemble de ces valeurs spectrales forment le spectre de O. Au contraire, si l’application est inversible, on dit que
λ est une valeur régulière de O. L’ensemble de ces valeurs régulières forment l’ensemble résolvant de O.

Définition II.15. Si l’application (λIdE−O) n’est pas injective, on dit que λ est une valeur propre de O (toute valeur
propre est aussi une valeur spectrale). Un vecteur ϕ de E vérifiant O(ϕ) = λϕ est un vecteur propre de O associé à
la valeur propre λ, appartenant au spectre ponctuel. Au contraire, si l’application est injective et Im(λIdE − O) est
distinct de E, alors on dit que λ appartient au spectre continu.

Remarque II.16. Les deux notions de valeurs propres et valeurs spectrales sont identiques en dimension finie. En
dimension infinie, le nombre de valeurs spectrales est supérieur ou égale à celui des valeurs propres.

Proposition II.17. Le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel.

L’équation aux valeurs propres n’admet pas toujours de solutions en dimension infinie.

III. DISTRIBUTIONS

A. Espace des fonctions tests et espace dual

Définition III.1. On appelle fonction test sur R toute fonction C∞ de R dans C nulle en dehors d’un intervalle
fermé borné de R, appelé le support la fonction. L’ensemble des fonctions tests est noté D(R), ou plus simplement D.

Proposition III.2. L’espace D est un C-espace vectoriel.

On considère un ensemble K, un espace métrique (E , d) et une suite d’applications (ϕn)n telle que ∀n, ϕn : K → E .
La suite (ϕn)n converge simplement vers ϕ sur K si ∀x ∈ K, la suite (ϕn(x))n converge vers ϕ(x) dans E . Dit autrement,
(ϕn)n converge simplement vers ϕ si et seulement si :

∀ε > 0, ∀x ∈ K, ∃Nε(x) ∈ N, ∀n ≥ Nε(x), d[ϕn(x), ϕ(x)] ≤ ε (73)

La suite (ϕn)n converge uniformément vers ϕ sur K si et seulement si :

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀n ≥ Nε, ∀x ∈ K, d[ϕn(x), ϕ(x)] ≤ ε (74)

La convergence uniforme implique la convergence simple.

Définition III.3. On dit qu’une suite de fonctions tests ϕn converge dans D vers ϕ si :
— il existe un intervalle fermé K en dehors duquel toutes les fonctions ϕn et ϕ s’annulent ;
— la suite (ϕn)n converge uniformément vers ϕ sur K ;
— toutes les suites des dérivées i-ième (ϕ

(i)
n )n convergent uniformément vers ϕ(i) sur K.

On note :

ϕn
D−→

n→+∞
ϕ (75)
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Définition III.4. Un espace fonctionnel F est un ensemble de fonctions possédant une structure d’espace vectoriel.

Définition III.5. Une distribution T est une fonctionnelle linéaire et continue sur D.
— Fonctionnelle linéaire veut dire qu’il s’agit d’une application T de D dans K, qui à une fonction test ϕ ∈ D fait

correspondre un nombre noté ⟨T, ϕ⟩ tel que :

∀(a, b) ∈ K2, ∀(ϕ, ψ) ∈ D2, ⟨T, aϕ+ bψ⟩ = a ⟨T, ϕ⟩+ b ⟨T, ψ⟩ (76)

— continue veut dire que si une suite (ϕn)n converge vers ϕ dans D, alors la suite (⟨T, ϕn⟩)n converge vers ⟨T, ϕ⟩ ;
— les distributions constituent donc le dual topologique de D, noté D′(R) ou simplement D′.

L’espace D′ constitue un espace vectoriel avec les lois :

∀(T, T1, T2) ∈ D′3, ∀ϕ ∈ D, ∀λ ∈ R :

⟨T1 + T2, ϕ⟩ = ⟨T1, ϕ⟩+ ⟨T2, ϕ⟩ ,
⟨λT , ϕ⟩ = λ ⟨T, ϕ⟩

(77)

Remarque III.6. T est la distribution nulle si et seulement si ∀ϕ ∈ D, ⟨T, ϕ⟩ = 0.

Définition III.7. Un fonction est localement sommable sur R si
´ b
a
|f(x)|dx existe quelque soit l’intervale fini [a, b].

On note L1
loc l’ensemble des fonction localement sommables sur R.

B. Distributions particulières

Définition III.8. Une distribution régulière associée à une fonction localement sommable f notée Tf ou [f ] est la
distribution telle que :

⟨[f ], ϕ⟩ =
ˆ +∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx (78)

Définition III.9. Un distribution singulière est une distribution qui n’est pas régulière.

Définition III.10. La distribution de Dirac est définie telle que :

∀ϕ ∈ D, ⟨δ, ϕ⟩ = ϕ(0) (79)

Cette distribution peut également être translatée en a, alors :

∀ϕ ∈ D, ⟨δa, ϕ⟩ = ϕ(a) (80)

C’est une distribution singulière.

Remarque III.11. La théorie des distributions sert donc à généraliser la notion de “fonction de carré intégrable”
(les fonctions telles que l’intégrale (78) existe et constitue le produit scalaire) à des objets comme le delta de Dirac.
Par analogie avec ces fonctions, on invente le symbole delta de Dirac δ(x), qu’on manipule comme une fonction et
qui nous permet d’écrire :

⟨δa, ϕ⟩ =
ˆ +∞

−∞
δ(x)ϕ(x) dx = ϕ(a) (81)

Ainsi, même si ce symbole ne correspond à aucune véritable fonction, son produit scalaire avec une fonction existe
car il s’agit de l’application de la distribution de Dirac à cette fonction, une opération bien définie.

C. Opérations sur les distributions

Définition III.12.
— On définit la translatée Ta d’une distribution T par :

∀ϕ ∈ D, ⟨Ta, ϕ⟩ = ⟨T, ϕ−a⟩ (82)

où ϕ−a(x) = ϕ(x+ a). Une distribution est dite périodique de période a si T = Ta.
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— On définit la dilatée kT d’une distribution T par :

∀ϕ ∈ D, ⟨kT , ϕ⟩ =
1

|k|
⟨T, 1/kϕ⟩ (83)

avec k ̸= 0 et 1/kϕ(x) = ϕ
(
x
k

)
. Une distribution est dite paire si −1T = T et impaire si −1T = −T .

— Le produit de deux distributions n’est pas défini de manière générale, mais on définit le produit d’une distribution
par une fonction g ∈ C∞ par :

⟨gT , ϕ⟩ = ⟨T, gϕ⟩ (84)

Définition III.13. On définit la dérivée T ′ de la distribution T par :

∀ϕ ∈ D, ⟨T ′, ϕ⟩ = −⟨T, ϕ′⟩ (85)

Toutes les distributions sont indéfiniment dérivables, et les dérivées n-ièmes sont données par :

∀ϕ ∈ D, ⟨T (n), ϕ⟩ = (−1)n⟨T, ϕ(n)⟩ (86)

Remarque III.14. Cette définition fait sens dans la mesure où on voit ⟨T, ϕ⟩ comme la généralisation du produit
scalaire L2 entre T et ϕ (cf. remarque III.11). Equation (85) est alors une formule d’intégration par parties, où le
terme complètement intégré est nul car la fonction test ϕ est nulle à l’infini.

On a les propriétés suivantes :
— ∀(T, S) ∈ D′2, (T + S)′ = T ′ + S′ ;
— ∀λ ∈ R, (λT )′ = λT ′ ;
— ∀g ∈ C∞, (gT )′ = g′T + gT ′ ;
— (Ta)

′ = (T ′)a ;
— (aT )

′ = a(T
′).

Définition III.15. On appelle [f ]′ la dérivée de f au sens des distributions, la dérivée de la distribution régulière [f ]
bâtie sur une fonction localement sommable f .

Cette définition n’est pas à confondre avec [f ′], la distribution régulière de la dérivée de f . Si f est dérivable et f ′
est localement sommable, alors f ′ est aussi une distribution régulière et [f ′] = [f ]′. Il est tout à fait possible que f ne
soit pas dérivable au sens des fonctions mais le soit au sens des distributions.

Définition III.16. Une fonction f est de classe Cn sur un intervalle I ⊂ R (noté f ∈ Cn(I,R)) si elle est n fois
dérivable et sa dérivée n-ième est continue sur I.

Théorème III.17 (formule des sauts). Soit f définie sur R de classe C1 sauf en n points ai où elle présente des
discontinuité de première espèce ( i.e. la fonction admet des limites finies à gauche et à droite de ces points), d’amplitude
∆f(ai) = f(a+i )− f(a−i ). Alors :

[f ]′ = [f̃ ′] +

n∑
i=1

∆f(ai)δai (87)

où f̃ ′ représente la dérivée de f là où elle existe.

D. Suites et séries de distribution, convergence

Définition III.18. Une suite de distribution (Tn)n est dite converger vers la distribution T ∈ D′ si, ∀ϕ ∈ D, la suite
(⟨Tn, ϕ⟩)n converge vers ⟨T, ϕ⟩, i.e.

T
D′

−→
n→+∞

T ⇔ ∀ϕ ∈ D, ⟨Tn, ϕ⟩ −→
n→+∞

⟨T, ϕ⟩ (88)

Si une suite de distribution (Tn)n converge vers la distribution T dans D′, alors la suite (T ′
n)n (resp. (T

(p)
n )n)

converge vers T ′ (resp. T (p)) dans D′. Attention cependant, si une suite de fonctions localement sommables (fn)n
converge vers une fonction localement sommable f , on ne peut pas conclure que la suite de distributions ([fn])n
converge vers [f ]. Cependant, on peut montrer ce résultat si il existe aussi g localement sommable telle que ∀n ∈
N, ∀x ∈ R, fn(x) ≤ g(x), ou si la suite de fonction (fn)n converge uniformément vers f .
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Définition III.19. Soit (Tn)n une suite de distributions donnée. La série
∑
n Tn est dite converger vers T si la suite

des sommes partielles (SN )N , définie par la relation ∀N ∈ N, SN =
∑N
n=0 Tn, converge vers T dans D′.

Toute série de distribution convergente peut être dérivée terme à terme.

Théorème III.20. Si f est une fonction localement sommable telle qu’elle vérifie la normalisation
´ +∞
−∞ f(x) dx = 1,

alors la suite de distributions ([fn])n (resp. ([f̃ε])ε) associée aux fonctions fn(x) = nf(nx) (reps. f̃ε = 1
εf
(
x
ε

)
) converge

vers la distribution de Dirac lorsque n→ ∞ (resp. ε→ 0+) :

lim
n→+∞

[fn] = lim
n→+∞

[nf(nx)] = δ

lim
ε→0+

[f̃ε] = lim
ε→0+

[
1

ε
f̃
(x
ε

)]
= δ

(89)

E. Produit de convolution de distributions

Définition III.21. On appelle produit de convolution de deux distributions T = T(x) et S = S(y) la distribution T ∗S
telle que, si elle existe :

∀ϕ ∈ D, ⟨T ∗ S, ϕ⟩ = ⟨T(x), ⟨S(y), ϕ(x+ y)⟩⟩ (90)

Les distributions T et S vérifient les propriétés suivantes :
— si T ∗ S existe, alors T ∗ S = S ∗ T ;
— ∀a ∈ R, T ∗ δa = Ta, en particulier T ∗ δ = T ;
— ∀(a, b) ∈ R2, δa ∗ δb = δa+b ;
— ∀n ∈ N, δ(n) ∗ T = T (n), en particulier δ′ ∗ T = T ′ ;
— si T ∗ S existe, alors (T ∗ S)′ = T ′ ∗ S = T ∗ S′ ;
— ∀a ∈ R, (T ∗ S)a = T ∗ Sa.

Le produit de convolution n’est pas associatif i.e. en général :

(T, S,R) ∈ D′3, T ∗ (S ∗R) ̸= (T ∗ S) ∗R (91)

F. Valeur principale de Cauchy d’une intégrale

Définition III.22. On définit la valeur principale de Cauchy de l’intégrale d’une fonction f présentant une discon-
tinuité en c ∈ [a, b] ⊂ R par :

VP

ˆ b

a

f(x) dx ≡ lim
ε→0

{ˆ c−ε

a

f(x) dx+

ˆ b

c+ε

f(x) dx

}
(92)

Si la fonction f est continue sur R mais que son intégrale ne converge pas sur R, on définit la valeur principale de
Cauchy par :

VP

ˆ +∞

−∞
f(x) dx ≡ lim

t→∞

ˆ +t

−t
f(x) dx (93)

Définition III.23. On définit la distribution « valeur principale de 1
x » VP

(
1
x

)
par :

∀ϕ ∈ D,
〈
VP

(
1

x

)
, ϕ

〉
= VP

ˆ +∞

−∞

ϕ(x)

x
dx = lim

ε→0

{ˆ −ε

−∞

ϕ

x
dx+

ˆ +∞

+ε

ϕ

x
dx

}
(94)

On a [ln |x|]′ = VP
(
1
x

)
(la démonstration de cette propriété n’est pas faite ici).
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IV. SÉRIES DE FOURIER ET TRANSFORMÉES DE FOURIER

A. Séries de Fourier

Définition IV.1. On note CMT (R,K) l’ensemble des fonctions périodiques de période T continues par morceaux sur
chaque période. L’intégrale sur une période de la fonction f ∈ CMT (R,K) vérifie (a ∈ R) :

ˆ a+T

a

f(t) dt =

ˆ T

0

f(t) dt =

ˆ +T/2

−T/2
f(t) dt ≡

ˆ
T

f(t) dt (95)

Définition IV.2. Soit f ∈ CMT (R,K), on appelle coefficients de Fourier trigonométriques de f les scalaires :

∀n ∈ N, an(f) =
2

T

ˆ
T

f(t) cos(nωt) dt

bn(f) =
2

T

ˆ
T

f(t) sin(nωt) dt

(96)

avec n’importe quelle intégrale sur une période et ω = 2π
T la pulsation de la fonction périodique.

Si la fonction f est impaire, alors ∀n ∈ N, an(f) = 0. Si cette fonction f est paire, alors ∀n ∈ N, bn(f) = 0.

Définition IV.3. Soit une fonction f ∈ CMT (R,K), on appelle coefficients de Fourier exponentiels de f les
scalaires :

∀n ∈ Z, cn(f) =
1

T

ˆ
T

f(t)e−inωt dt (97)

On peut généralement noter sans ambiguïté an = an(f), bn = bn(f) et cn = cn(f). On peut relier les deux catégories
de coefficient de Fourier avec les relations :

c0 = a0 ; ∀n ≥ 1,

{
cn = an−ibn

2

c−n = an+ibn
2

a0 = c0 ; ∀n ≥ 1,

{
an = cn + c−n
bn = i(cn − c−n)

(98)

Définition IV.4. Soit f ∈ CMT (R,K) :
— On appelle série de Fourier de f au point t la série numérique :

SF[f ](x) = a0(f) +
∑
n≥1

(an(f) cos(nωt) + bn(f) sin(nωt))

=
∑
n∈N

(an(f) cos(nωt) + bn(f) sin(nωt))

=
∑
n∈Z

cn(f)e
inωt

(99)

— On appelle polynôme de Fourier de f au point t d’indice p la somme partielle d’ordre p de cette série :

Sp[f ](t) = a0(f) +

p∑
n=1

(an(f) cos(nωt) + bn(f) sin(nωt))

=

p∑
n=0

(an(f) cos(nωt) + bn(f) sin(nωt))

=

p∑
n=−∞

cn(f)e
inωt

(100)
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Théorème IV.5 (formule de Parseval4). Soit une fonction f ∈ CMT (R,K), les séries
∑
n |an|

2,
∑
n |bn|

2 et∑
n |cn|

2 convergent et :

1

T

ˆ
T

|f(t)|2 dt = |a0|2 +
1

2

+∞∑
n=1

(
|an|2 + |bn|2

)
=

+∞∑
n=−∞

|cn|2
(101)

La convergence des séries implique quelque soit la fonction considérée :

lim
n→+∞

an = 0 ; lim
n→+∞

bn = 0 ; lim
n→±∞

cn = 0 (102)

B. Développements en séries de Fourier

Soit f ∈ CMT (R,K), on appelle régularisée de Dirichlet de f la fonction f̃ définie par :

f̃ : R → K

t 7→ f(t+)+f(t−)
2

(103)

Théorème IV.6 (Dirichlet). Soit f de classe C1 par morceaux et de période T = 2π
ω , la série de Fourier de f

converge en tout point t vers f̃(t). On a alors la synthèse harmonique :

∀t ∈ R, f̃(t) = a0 +

+∞∑
n=1

(an cos(nωt) + bn sin(nωt))

=

+∞∑
n=−∞

cne
inωt

(104)

C. Transformées de Fourier de fonctions

Définition IV.7. Soit une fonction f complexe de la variable réelle x. Si elle existe, on définit la transformée de
Fourier de f par la relation :

TF[f ](k) = F [f ](k) = f̂(k) ≡
ˆ +∞

−∞
f(x)e+ikx dx (105)

On note L1(R) l’ensemble des fonctions définies sur R à valeurs dans C telles que l’intégrale
´ +∞
−∞ |f(x)|dx converge.

Les fonctions de cet ensemble admettent une transformée de Fourier. On définit de la même manière la transformée
inverse de g :

TF−1[g](x) = F−1[g](x) ≡ 1

2π

ˆ +∞

−∞
g(k)e−ikx dk (106)

On a alors la relation :

TF−1[TF[f ]] = f (107)

Ces définitions peuvent varier selon le contexte, en particulier en mécanique quantique, où un facteur
√
2πℏ est en

général ajouté.

4. Encore une fois, à ne pas confondre avec Perceval.

https://static.wikia.nocookie.net/kaamelott-officiel/images/b/b5/Perceval.jpg/revision/latest/scale-to-width-down/1000?cb=20210629111903&path-prefix=fr
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Théorème IV.8 (Rieman-Lebesgue). Si une fonction f ∈ L1(R), alors la fonction TF[f ] est continue et bornée
sur R, et lim

k→+∞
TF[f ](k) = 0.

Pour deux fonctions (f, g) ∈ L1(R) et deux scalaires (λ, µ) ∈ C, on a :

TF[λf + µg] = λTF[f ] + µTF[g] ; TF[f(x)] = TF[f(−x)] (108)

où z désigne le conjugué complexe de z. On a aussi ∀a ∈ R :

TF[fa] = e+ikaTF[f ] ; TF[af ](k) =
1

|a|
TF[f ]

(
k

a

)
(109)

Si ∀x ∈ R, g(x) = e−ik0xf(x), alors :

TF[g](k) = TF[f ](k − k0) (110)

On a pour la dérivation :

TF

[
df

dx

]
(k) = −ikTF[f ] (111)

et :
dmTF[f ]

dkm
= TF[(ix)mf ](k) ⇒ dTF[f ]

dk
= TF[ixf ](k) (112)

Définition IV.9. Le produit de convolution de deux fonctions (f, g) ∈ L1(R) est défini par :

(f ∗ g)(x) =
ˆ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt (113)

On a :

TF[f ∗ g] = TF[f ]× TF[g] ; TF[f × g] = TF[f ] ∗ TF[g] (114)

On peut établir la formule de Parseval-Plancherel (si les intégrales existent) :
ˆ +∞

−∞
f(x)g(x) dx =

1

2π

ˆ +∞

−∞
TF[f ](k)TF[g](k) dk (115)

Ainsi : ˆ +∞

−∞
|f(x)|2 =

1

2π

ˆ +∞

−∞
|TF[f ](k)|2 dk (116)

D. Transformées de Fourier de distributions

Définition IV.10. On appelle fonction déclinante (ou fonction de Schwartz) toute fonction f de classe C∞ qui
décroît plus vite que polynomialement à l’infini et dont toutes les dérivées décroissent plus vite que polynomialement,
i.e. :

∀n ∈ N, ∀p ∈ N, lim
x→±∞

xnf (p)(x) = 0 (117)

L’espace des fonctions déclinantes est appelé espace de Schwartz et est noté S.

— Si f ∈ S, alors ∀p ∈ N, f (p) ∈ S.
— L’ensemble S est stable par transformée de Fourier, i.e. :

∀f ∈ S, TF[f ] ∈ S (118)

et on a la formule d’inversion :

∀f ∈ S, TF[TF−1[f ]] = TF−1[TF[f ]] = f (119)

En fait, la transformée de Fourier est un autohoméomorphisme de S (une bijection continue de bijection
réciproque continue de S dans lui-même).
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— Si (f, g) ∈ S2, alors fg ∈ S et f ∗ g ∈ S et :

TF[fg] = TF[f ] ∗ TF[g] ; TF[f ∗ g] = TF[f ]TF[g] (120)

Définition IV.11. Une distribution tempérée T est une fonctionnelle linéaire continue sur S. L’ensemble des dis-
tributions tempérées est donc le dual topologique S ′ de l’espace de Schwartz S (c’est un K-espace vectoriel).

Remarque IV.12.
— Les fonctions tests sont naturellement des fonctions déclinantes (D ⊂ S) : toute fonction nulle à l’infini tend

évidemment vers 0 plus vite que polynomialement... Mieux : D est un sous-espace vectoriel de S.
— De ce fait, toute fonctionnelle (linéaire) sur S est en particulier une fonctionnelle (linéaire) sur D. De plus,

comme D et S ont la même topologie (cf. III.3), les fonctionnelles continues sur S sont en particulier continues
sur D. Ainsi, les distributions tempérées sont des distributions (S ′ ⊂ D′, notez le renversement de l’inclusion).
S ′ est un sous-espace vectoriel de D′.

Définition IV.13. La transformée de Fourier d’une distribution tempérée T ∈ S ′ est définie par :

∀ϕ ∈ S, ⟨TF[T ], ϕ⟩ = ⟨T,TF[ϕ]⟩ (121)

On définit de la même manière la transformée inverse :

∀ϕ ∈ S,
〈
TF−1[T ], ϕ

〉
=
〈
T,TF−1[ϕ]

〉
(122)

On a par exemple TF[δa] = [eiax] et TF[[1]] = 2πδ.

Si f est une fonction sommable (i.e. f ∈ L1(R)), alors on a :

TF[[f ]] = [TF[f ]] ou avec une autre notation TF[Tf ] = TTF[f ] (123)

Théorème IV.14. Si (Tn) est une suite de distributions de S ′ et T ∈ S ′, alors :

lim
n→+∞

Tn = T ⇒ lim
n→+∞

TF[Tn] = TF[T ] (124)

Ce n’est pas vrai pour des suites de fonctions.

On a :
— ∀T ∈ S ′, TF

[
dx
dT

]
= −ikTF[T ] ;

— ∀T ∈ S ′, dTF[T ]
dk = TF[ixT ] ;

— ∀T ∈ S ′, TF[Ta] = e+iakTF[T ] ;
— ∀T ∈ S ′, TF[e−iaxT ] = (TF[T ])a :
— Quand cela a un sens :

∀(T,U) ∈ S ′, TF[T ∗ U ] = TF[T ]TF[U ] (125)

V. PROBABILITÉ

Les probabilités sont au départ issues de la théorie des jeux, mais ont trouvé des applications fondamentales en
physique, en particulier en mécanique quantique où la notion de densité de probabilité ρ(x) = |Ψ(x)|2 est centrale.

A. Éléments mathématiques

On considère une urne remplie de boules numérotées et de différentes couleurs qu’on tire au hasard. Chaque point
de l’univers (ou espace des épreuves) Ω représente une issue possible du tirage.

Une fois l’univers défini, il faut assigner une probabilité à chacun de ces éléments. Si aucune indication n’est fournie,
on peut supposer l’équiprobabilité :

∀ω ∈ Ω, P(ω) =
1

card(Ω)
(126)

En général, on s’intéresse plutôt à un ensemble d’issues qui possèdent une certaine propriété : une partie A de Ω.
On désigne par ω une issue élémentaire et A ∈ P(Ω) l’ensemble des ω qui réalise la propriété (on note P(Ω) est
l’ensemble des parties de Ω)

Si ω est un élément de A, on dit que l’événement A est réalisé.
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Exemple V.1. On considère l’univers Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, l’événement « pair » est A = {2, 4, 6}

D’une manière plus formelle, on désigne par (Ω, T ) l’espace probabilisable, où Ω est l’univers et T est une tribu de
Ω, i.e. un ensemble de parties de Ω (T ⊂ P(Ω)) tel que :

1. ∅ ∈ T, Ω ∈ T ;
2. ∀A ∈ T, A ∈ T ;
3. T est stable par union dénombrable : ∪n∈NAn ∈ T .

Exemple V.2 (pile ou face). On considère l’univers Ω = {P, F}, avec la tribu naturelle T = {∅, {P}, {F},Ω}. Soient
A et B deux événements, on dit que A et B sont réalisé simultanément si l’issue ω de l’épreuve vérifie ω ∈ A∩B. Si
A ∩B = ∅ alors les événements sont dits incompatibles.

Probabilité Ensembles
issue ω ∈ Ω

événement A ⊂ Ω
A est réalisé ω ∈ A
A implique B A ⊂ B

A ou B A ∪B
A et B A ∩B

Table I – Correspondance entre les lexiques de la théorie des probabilités et de la théorie des ensembles.

B. Probabilités

1. Définition générale

Définition V.3. Soit (Ω, T ) un espace probabilisable, un probabilité sur cet espace est une application P : T → [0; 1]
telle que P(Ω) = 1 et si (An)n∈N est une famille dénombrable d’évènements de T deux à deux disjoints, alors :

P

( ⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

P(An) (127)

On dit que (Ω, T,P) est un espace probabilisé.

Proposition V.4. Soient A et B deux événements de T
— Si A ⊂ B, alors P(A) ≤ P(B) ;
— P(A) = 1− P(A) ;
— Si A ∈ B, alors P(B) = P(A) + P(B \A)
— P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B)

2. Probabilités conditionnelles

Exemple V.5 (la roulette). On considère une roulette représentée en figure 1
On a :
— la probabilité d’avoir un chiffre impair : P(impair) = 3

7 ;
— la probabilité d’avoir un chiffre impair sachant qu’il est blanc :

P(impair|blanc) = 1/7
3/7 = 1

3 .

Définition V.6. On a la probabilité conditionnelle :

P(B|A) = P(A ∩B)

P(A)
(128)
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0
6

5

1

2

3 4

Figure 1 – Roulette.

3. Indépendance stochastique

Définition V.7. Deux événements A et B sont dits indépendants si P(A ∩B) = P(A)P(B).

L’indépendance stochastique est attachée à la probabilité associée à Ω et non à une propriété des événements.

Exemple V.8 (tirage dans un urne). On considère une urne remplie de 3 boules blanches B et deux boules noires
N . On procède à deux tirages successifs.

Ω = {N1N2, N1B2, B1N2, B1B2} (129)

Calcul des probabilités (avec remise)
— P(N1) = P(N2) =

2
5

— P(B1) = P(B2) =
3
5

— P(N1N2) = P(N1 ∩N2) = P(N1)P(N2) =
4
25

— P(N1B2) = P(N1 ∩B2) = P(N1)P(B2) =
6
25

— P(B1N2) = P(B1 ∩N2) = P(B1)P(N2) =
6
25

— P(B1B2) = P(B1 ∩B2) = P(B1)P(B2) =
9
25

Calcul des probabilités (sans remise)
— P(N1) = P(N2) =

2
5

— P(B1) = P(B2) =
3
5

— P(N1N2) = P(N1 ∩N2) = P(N1)P(N2|N1) =
2
20

— P(N1B2) = P(N1 ∩B2) = P(N1)P(B2|N1) =
6
20

— P(B1N2) = P(B1 ∩N2) = P(B1)P(N2|B1) =
6
20

— P(B1B2) = P(B1 ∩B2) = P(B1)P(B2|B1) =
6
20

4. Loi binomiale

Une épreuve de Bernoulli est une épreuve aléatoire n’admettant que deux issues (le « succès » et « l’échec »). On
considère ici la répétition à l’identique d’une même épreuve de Bernoulli.

Exemple V.9 (pile ou face). On considère un jeu de pile ou face avec les probabilités p et q = 1− p. On réalise trois
tirages. Les issues possibles sont résumées en fig. 2.

Vérification de la normalisation :

p3 + 3p2q + 3pq2 + q3 = (p+ q)3 = 1 (130)

Définition V.10. La loi binomiale :

PN (n) = CnNp
nqN−n avec CnN =

N !

n!(N − n)!
(131)

est la probabilité de réaliser n succès lors de N répétition d’une épreuve de Bernoulli de paramètre p.
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F P F P F P F P

F P F P

F P

p q

p q p q

p q p q p q p q

Figure 2 – Arbre de probabilité pour le jeu de pile ou face.

5. Formule de Bayes

Exemple V.11. On considère un ensemble de combinaisons de 4 spins.

↓↓↓↓ ↑↓↓↓ ↑↑↓↓ ↑↑↑↓ ↑↑↑↑

↓↑↓↓ ↑↓↑↓ ↑↑↓↑

↓↓↑↓ ↑↓↓↑ ↑↓↑↑

↓↓↓↑ ↓↑↑↓ ↓↑↑↑

↓↓↑↑

−4 −2 0 2 4
X

Figure 3 – Ensemble des configurations de spins possibles. X désigne le spin total.

On considère les événements :
— {A} = ↑↑↓↑ ⇒ P(A) = 1

16 ;
— {B} = ↓↓↓↑ ⇒ P(B) = 1

16 .
Si on fait une mesure tel que X = 2, alors P(A|X = 2) = 1

4 et P(B|X = 2) = 0.

On a la formule de départ :

P(A ∩B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B) (132)

Soit R le résultat de la mesure ((Ai)i un partitionnement de l’univers), on a :

P(Ai)P(R|Ai) = P(R)P(Ai|R) ⇒ P(Ai|R) =
P(Ai)P(R|Ai)

P(R)
(133)

donc :

P(R) = P

(⋃
k

(R ∩Ak)

)
=
∑
k

P(R ∩Ak) =
∑
k

P(Ak)P(R|Ak) (134)

On a alors :
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Théorème V.12 (Formule de Bayes).

P(Ai|R) =
P(Ai)P(R|Ai)∑
k P(Ak)P(R|Ak)

(135)

Exemple V.13. On considère 6 tirage successifs avec remise dans une urne remplie de 6 boules (blanches et noires).
Le but est d’estimer la composition de l’urne à partir de ces tirages. Avant tirage, il y a 7 configurations possibles
équiprobables (table II). On peut alors estimer la probabilité de ces configurations en fonction du premier tirage (supposé
ici B) (table III).

Noires Blanche Probabilité
0 6 1/7
1 5 1/7
2 4 1/7
3 3 1/7
4 2 1/7
5 1 1/7
6 0 1/7

Table II – Configurations possibles avant tirages.

Ak P(Ak) P(B|Ak) P(Ak|B)
(0B, 6N) 1/7 0 0
(1B, 5N) 1/7 (1/6)6 10−5

(2B, 4N) 1/7 (2/6)6 10−3

(3B, 3N) 1/7 (3/6)6 0.01
(4B, 2N) 1/7 (4/6)6 0.06
(5B, 1N) 1/7 (5/6)6 0.23
(6B, 0N) 1/7 1 0.70

Table III – Tableau des probabilités du premier tirage en fonctions des configurations.

C. Variables aléatoires

On définit des lois de probabilité discrète ou continues. Pour les lois continues, on parle alors de densité de probabilité
ρ(x) telle que :

— ∀x ∈ R, ρ(x) est définie ;
— on a la normalisation

´ +∞
−∞ ρ(x) dx = 1 ;

— ρ(x < X < x+ dx) = dρ = ρ(x) dx ;
— ρ(a < X < b) =

´ b
a
ρ(x) dx.

1. Caractéristiques numériques

X P(X)
x1 p1
x2 p2
...

...
xn pn

Table IV – Probabilité de la variable aléatoire.
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On définit la moyenne par :

⟨X⟩ = X =

{∑n
i=1 xipi (discret)´ +∞

−∞ xρ(x) dx (continue)
(136)

On définit la variance par :

σ2(X) = V (X) =

{∑n
i=1(xi −X)2pi (discret)´ +∞

−∞ (x−X)2ρ(x) dx (continue)
(137)

D’une manière générale :

Xk =

ˆ +∞

−∞
xkρ(x) dx ; (X −X)k =

ˆ +∞

−∞
(x−X)kρ(x) dx (138)

Théorème V.14 (König-Huygens). On a :

(X −X)2 = (X2)− (X)2 (139)

D’autres moments peuvent être définis comme le coefficient d’asymétrie :

a =
(X −X)3

σ3
(140)

a = 0 si la répartition est symétrique, a ̸= 0 sinon. On peut également définir de la même manière le coefficient
d’aplatissement :

A =
(X −X)4

σ4
(141)

Exemple V.15. On considère ∀X ∈ [0; 2], ρ(x) = Ce−x (ρ(x) = 0 en dehors de [0; 2]), où C est une constante à
déterminer.

Avec la normalisation, on a :

1 =

ˆ +∞

−∞
ρ(x) dx =

ˆ 2

0

Ce−x dx⇒ C(1− e−2) = 1 ⇒ C =
1

1− e−2
(142)

On cherche désormais la moyenne :

X =

ˆ +∞

−∞
xρ(x) dx =

ˆ 2

0

xCe−x dx⇒ [. . . ] ⇒ X =
1− 3e−2

1− e−2
(143)

On calcule le moment d’ordre k, Xk :

Xk =

ˆ +∞

−∞
xkρ(x) dx =

ˆ 2

0

Cxke−x dx (144)

On introduit un paramètre λ :

Xk = −C
ˆ 2

0

∂k

∂λk
e−λx dx

∣∣∣∣
λ=1

= −C ∂k

∂λk

ˆ 2

0

e−λ dx

∣∣∣∣
λ=1

= −C ∂k

∂λk

[
e−λx

λ

]2
0

∣∣∣∣∣
λ=1

= −C ∂k

∂λk
1

λ
(1− e2λ)

∣∣∣∣
λ=1

(145)

Calcul de la moyenne à partir du moment :

X = C
∂k

∂λk

(
1− e−2λ

λ

)∣∣∣∣
λ=1

= [. . . ] =
1− 3e−2

1− e−2
(146)
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2. Les fonctions de répartition, génératrices et caractéristiques

On a la fonction de répartition :

F (x) = P(X < x) =

ˆ x

−∞
ρ(y) dy (147)

On peut alors écrire :

P(x2 < X < x1) =

ˆ x1

x2

ρ(x) dx = F (x2)− F (x1) (148)

Cette fonction vérifie :
— ∀x, F (x) ≥ 0 ;
— lim

x→−∞
F (x) = 0 ;

— lim
x→+∞

F (x) = 1 ;

— P(x < X < x+ dx) = ρ(x) dx = dF
On définit la fonction génératrice des moments par :

G(t) =

ˆ +∞

−∞
etxρ(x) dx = etX (149)

En calculant la dérivée k-ième :

dkG(t)

dtk

∣∣∣∣
t=0

=
dk

dtk

ˆ +∞

−∞
etxρ(x) dx

∣∣∣∣
t=0

=

ˆ +∞

−∞

∂k

∂tk
etxρ(x) dx

∣∣∣∣
t=0

=

ˆ +∞

−∞
xketxρ(x) dx

∣∣∣∣
t=0

=

ˆ +∞

−∞
xkρ(x) dx = Xk

(150)

On retrouve le moment d’ordre k.

G(t) = etX = 1 + tX +
t2X2

2!
+ . . . = 1 + tX +

t2

2!
X2 + . . . (151)

Pour les moments centrés :

G̃(t) = et(x−X) =

ˆ +∞

−∞
et(x−X)ρ(x) dx (152)

On définit la fonction caractéristique par :

φ(t) = eitX =

ˆ +∞

−∞
eitxρ(x) dx = 1 + itX − t2

2!
X2 + . . . (153)

3. Les lois classiques

On a la loi binomiale :

PN (n) = CnNp
nqN−n (154)

avec p+ q = 1. On vérifie la normalisation :

N∑
n=0

PN (n) =

N∑
n=0

CnNp
nqN−n = (p+ q)N = 1 (155)
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Sa fonction génératrice est :

G(t) =

N∑
n=0

etnCnNp
nqN−n = (pet + q)N (156)

On fait le développement limité en 0 :

G(t) ≃
[
p

(
1 + t+

t2

2
+
t3

3
+O

(
t4
))

+ q

]N
≃ [p+ q + ε]

N (157)

où ε≪ 1.

G(t) ≃ 1 +Nε+
N(N − 1)

2!
ε2 +

N(N − 1)(N − 2)

3!
ε3 + . . .

≃ 1 +N

(
pt+

pt2

2!
+
pt3

3!
+O

(
t4
))

+
N(N − 1)

2!

(
pt+

pt2

2!
+
pt3

3!
+O

(
t4
))2

+
N(N − 1)(N − 2)

3!

(
pt+

pt2

2!
+
pt3

3!
+O

(
t4
))3

+ . . .

≃ 1 + tn+
t2

2!
n2 +

t3

3!
n3 + . . .

(158)

d’où : {
n = Np

n2 = Np+N(N − 1)p2
⇒ V (n) = Npq (159)

On a a la loi de Gauss :

PN (n) =
N !

n!(N − n)!
pnqN−n continu−→ PN (x) =

N !

x!(N − x)!
pxqN−x (160)

On développe autour de X∗ (le mode, ici correspondant à la valeur moyenne) :

ln[PN (X∗ + ε)] ≃ ln[PN (X∗)] + ε
d

dx
{ln(PN (x))}

∣∣∣∣
X∗

+
ε2

2

d2

dx2
{ln[PN (x)]}

∣∣∣∣
X∗

+ . . .

≃ ln[PN (X∗)] +
ε2

2

d2

dx2
{ln[PN (x)]}

∣∣∣∣
X∗

+ . . .

(161)

Calcul du mode X∗. Avec la loi binomiale :

ln[PN (x)] = ln(N !)− ln(x!)− ln[(N − x)!] + x ln(p) + (N − x) ln(q) (162)

Par dérivation :

d

dx
ln[PN (x)] = − ln(x) + ln(N − x) + ln(p)− ln(q)

d

dx
ln[PN (X∗)] = 0 ⇒ − ln(X∗) + ln(N −X∗) + ln(p)− ln(q) = 0

⇒ X∗ = Np

(163)

Le calcul de la dérivée seconde donne :

d2

dx2
ln[PN (x)]

∣∣∣∣
x=X∗

= − 1

Npq
=

1

σ2
< 0 (164)
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On a :

ln[PN (x)] = ln[PN (X∗)] +
ε2

2

d2

dx2
{ln[PN (x)]}

∣∣∣∣
x=X∗

= C − ε2

2σ2
(165)

d’où :

PN (x) = Ke−ε
2/(2σ2) avec ε = X −X∗ ; X∗ = Npq = X

ρ(x) = Ke−
x−X

2σ2

(166)

Soit Iλ(k) =
´ +∞
−∞ uke−λu

2

du. Si k est impair, alors Iλ(k) = 0. Si k est pair, k = 2p :

Iλ(2p) =

ˆ +∞

−∞
u2pe−λu

2

=

ˆ +∞

−∞

(
− ∂

∂λ

)p
e−λu

2

du =

(
− ∂

∂λ

)p ˆ +∞

−∞
e−λu

2

=

(
∂

∂λ

)
1√
λ

ˆ +∞

−∞
e−x

2

dx =

(
− ∂

∂λ

)p√
π

λ

(167)

Exemple V.16. On a par exemple Iλ(0) =
√

π
λ , Iλ(2) = 1

2

√
π

λ3/2 .

Calcul de la normalisation : ˆ +∞

−∞
ρ(x) dx = 1 ⇔ X0 = kI1/(2σ2)(0) = K

√
2πσ2 = 1 (168)

On calcul K = 1√
2πσ2

avec la normalisation, donc :

ρ(x) =
1√
2πσ2

e−
(x−X)2

2σ2 (169)

Calcul de la moyenne :

X =

ˆ +∞

−∞
x

1√
2πσ2

e−
1
2

(x−X)

2σ2 (170)

On pose u = x−X :

X =

ˆ +∞

−∞
(u+X)

1√
2πσ2

e−
u2

2σ2 du =

ˆ +∞

−∞
u

1√
2π

e−u
2

du+X

ˆ +∞

−∞

1√
2πσ2

e
u2

2σ2 du

⇒ X = X∗ = Np (loi binômiale)
(171)

Calcul de X2 :

X2 =

ˆ +∞

−∞
x2

1

2πσ2
e−

1
2

(x−X)2

σ2 dx =

ˆ +∞

−∞
(u+X)2

1√
2πσ2

e−
1
2

√
u2σ2

du

=

ˆ +∞

−∞
u2

1√
2πσ2

e−
u2

2σ2 du+ 2X

ˆ +∞

−∞
u

1

2πσ2
e

u2

2σ2 du+X2

ˆ +∞

−∞

1

2πσ2
e−

u2

2σ2 du

⇒ X2 = σ2 +X
2 ⇒ σ2 = X2 −X

2

(172)

On a la fonction génératrice :

G(t) = etX =

ˆ +∞

−∞
etx

1√
2πσ2︸ ︷︷ ︸
k

e−
1
2

(x−X)2

2σ2 dx = k

ˆ +∞

−∞
e−

1
2

(x−X)2

2σ2 dx (173)

Avec :

−1

2

(x−X)2

σ2
+ tx = − 1

2σ2

[
(x−X)22σ2tx

]
= [. . . ]

= − 1

2σ2

{[
x− (X + 2σ2)

]2
+X

2 − (X + σ2t)
}

= − 1

2σ2

[
x− (X + 2σ2t)

]2
+
σ2t2

2
+ tX

(174)
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D’où l’expression de l’intégrale :

G(t) = e
1
2 (σ

2t2+2Xt)

ˆ +∞

−∞

1√
2πσ2

e−
1

2σ2 [x−(X+σ2t)]2 dx︸ ︷︷ ︸
1

= e
1
2 (σ

2t2+2Xt)

(175)

Calcul de P(a ≤ X < b) :

P(a ≤ X < b) =

ˆ b

a

ρ(x) dx = F (b)− F (a) (176)

Pour le calcul, on utilise l’expression de la gaussienne normalisée :

f(r) =
1√
2π
e−

r2

2 (177)

On passe par le changement de variable dp = ρ(x) dx = f(r) dr :

r =
x−X

σ
⇒ f(r) =

1√
2πσ2

e−
1
2

(x−X)2

σ2 σ =
1√
2π

e−
r2

2 (178)

On a donc ra = a−X
σ et rb = b−X

σ , alors :

P(a ≤ X < b) = P(ra ≤ R < rb) = Π(rb)−Π(ra) (179)

où Π est la fonction de répartition de R (valeurs tabulée).

D. Systèmes de variables aléatoires

On considère :

F (x, y) = P(X < x, Y < y) (180)

y

O x

S

a′

b′

a b

Figure 4 – Représentation graphique.

On a :

P[(x, y) ∈ (S)] = F (b, b′)− F (a, b′)− F (b, a′) + F (a, a′) (181)
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On pose a = x, b = x+ dx et a′ = y, b′ = y + dy. On peut réaliser le développement limité :
F (x+ dx , y + dy) = F (x, y) + ∂F

∂x dx+ ∂F
∂y dy + 1

2
∂2F
∂x2

2
+ 1

2
∂2F
∂y2

2
+ 1

2
∂2F
∂x∂y dx dy

F (x+ dx , y) = F (x, y) + 1
2
∂F
∂x dx+ 1

2
∂2F
∂x2

2

F (x+ dx , y) = F (x, y) + 1
2
∂F
∂y dy + 1

2
∂2F
∂y2

2

⇒ F (x+ dx , y + dy) = F (x,y)+ ∂F
∂x dx+ ∂F

∂y dy+ 1
2

∂2F
∂x2

2
+ 1

2
∂2F
∂y2

2
+ ∂2F

∂x∂y dxdy

−F (x,y)− ∂F
∂x dx− 1

2
∂2F
∂x2

2
−F (x,y)− ∂F

∂y dy− 1
2

∂2F
∂y2

2

=
∂2F

∂x∂y
dx dy

(182)

d’où :

ρ(x, y) =
∂2F

∂x∂y
; P[(x, y) ∈ S] =

¨
S
ρ(x) dxdy (183)

Définition des densités marginales :

F2(y) = F (+∞, y) =

¨ u=+∞
v=y

u=−∞
v=−∞

ρ(u, v) du dv ; ρ2(x) =
dF2(y)

dy
=

ˆ +∞

−∞
ρ(x, y) dx (184)

de même :

F1(y) = F (x,+∞) =

¨ u=x
v=+∞

u=−∞
v=−∞

ρ(u, v) du dv ; ρ1(x) =
dF1(x)

dx
=

ˆ +∞

−∞
ρ(x, y) dy (185)

Densité conditionnelles.

P(x ≤ X < x+ dx , y ≤ Y < y + dy) = ρ(x, y) dx dy (186)

Avec P(A ∩B) = P(A)P(B|A) et P(y ≤ Y < y + dy |x ≤ X < x+ dx) = ρ(y|x) dy :

ρ(x, y) dx dy = ρ1(x)ρ(y|x) dxdy ⇒ ρ(y|x) = ρ(x, y)

ρ1(x)
=

ρ(x, y)´ +∞
−∞ ρ(x, y) dy

(187)

On a les conditions d’indépendance des variables aléatoires :
— P(A,B) = P(A)P(B) ;
— ρ(x, y) = ρ1(x)ρ2(y) ;
— ρ(y|x) = ρ2(y).
Moment d’un système de variables aléatoires. Pour deux variables, on a :

Xk =

¨ +∞

−∞
xkρ(x, y) dx dy =

ˆ +∞

−∞
xk
[ˆ +∞

−∞
ρ(x, y) dy

]
dx =

ˆ +∞

−∞
xkρ1(x) (188)

On a :

V (X) = (X −X)2 =

ˆ +∞

−∞
(x−X)2ρ1(x) dx (189)

Les moments croisés sont :

M(XkY l) = XkY l =

¨ +∞

−∞
xkylρ(x, y) dx dy

M(ẊkẎ l) = (X −X)k(Y − Y )l =

¨ +∞

−∞
(x−X)k(y − Y )lρ(x, y) dx dy

(190)
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Remarque V.17. On a (X −X)(Y − Y ) = XY −X · Y . On définit le coefficient de correlation :

Ccorr(X,Y ) =
cov(X,Y )

σXσY
(191)

Pour un système de variables aléatoires, F (x1, . . . , xn) :

Fi(xi) = F (+∞, . . . ,+∞, xi,+∞, . . . ,+∞)

ρi(xi) =

˙ +∞

−∞
ρ(x1, . . . , xn) dx1 dxi−1 dxi+1 dxn

(192)

E. Fonctions de variables aléatoires

Méthode. On procède suivant le protocole :

1. tracer la fonction ;

2. résoudre y = f(x) ;

3. calcul de la densité ;

4. remplacer la variable xi par y ;

5. vérifier la normalisation.

Soit une variable aléatoires Y = g(X). On connaît la densité marginale ρX(x). On cherche Y et σY :

Y =

ˆ +∞

−∞
yρY (y) dy (193)

Par conservation des probabilités dp = ρX(x) dx = ρY (y) dy :

Y = ±
ˆ +∞

−∞
y(x)ρX(x) dx (194)

On a :

ρY (y) =

n∑
i=1

ρX(xi)

|y′(xi)|
(195)

Exemple V.18. Soit Y = (X + a)2, où X suit une loi normale centrée réduite, i.e. ρX(x) = 1
2π e

− x2

2 . On représente
la fonction f : y = (x+ a)2.

x

y

Figure 5 – Loi normale.

— si y < 0, alors (x+ a)2 = y n’a pas de solution ;
— si y > 0, alors (x = −a±√

y).
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On applique alors la formule :

ρY (y) =

N∑
i=1

ρX(xi)

|y′(xi)|
(196)

avec :

|y′(xi)| = |2(x+ a)| = 2
√
y (197)

on a alors :

ρY (y) =
1

2
√
y

e−∣∣∣ a+
√

y

2

∣∣∣2
√
2π

+
e−|−a+

√
y|2

√
2π

 (198)

d’où :

ˆ +∞

0

ρY (y) dy =

ˆ +∞

0

1

2
√
y

e−∣∣∣ a+
√

y

2

∣∣∣2
√
2π

+
e−|−a+

√
y|2

√
2π

dy (199)

par un changement de variable, on obtient :

ˆ +∞

−∞
ρY (y) dy =

ˆ +∞

−∞

e−u
2/2

√
2π

du = 1 (200)

Calcul de la moyenne. On pose :

Z = λX + µY

⇒ Z =

ˆ +∞

−∞
zf(z) dz

=

¨ +∞

−∞
(λx+ µy)f(x, y) dx dy

= λ

¨ +∞

−∞
xf(x, y) dx dy + µ

¨ +∞

−∞
yf(x, y) dxdy

= λ

ˆ +∞

−∞
xf1(x) dx+ µ

ˆ +∞

−∞
yf2(y) dy

= λX + µY

(201)

Calcul de la variance. On pose : {
Z1 = λ1X + µ1Y

Z2 = λ2X + µ2Y

⇒ cov(Z1, Z2) = (Z1 − Z1)(Z2 − Z2) =

¨
(z1 − Z1)(z2 − Z2)f(z1, z2) dz1 dz2

(202)

On calcul cov(X,Z2) :

cov(X,Z2) = cov(X,λ2X + µ2Y )

=

¨
(x−X)

[
λ2(x−X) + µ2(y − Y )

]
f(x, y) dxdy

= λ2cov(X,X) + µ2cov(X,Y )

(203)

La covariance est bilinéaire. On montre de même :

cov(Z1, Z2) = λ1λ2cov(X,X) + λ1µ2(X,Y ) + µ1λ2cov(Y,X) + µ1µ2cov(Y, Y ) (204)
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Remarque V.19. Lécart-type d’une somme X + Y de variables aléatoires indépendantes est σX+Y =
√
σ2
X + σ2

Y
(théorème de Pythagore). L’écart-type du produit d’une variable aléatoire par un scalaire λX est σλX = |λ|σX . La
variance de λX + Y est λ2V (X) + 2λcov(X,Y ) + V (Y ) ≥ 0. Comme le discriminant est positif, on a :

0 ≤ cov(X,Y )

V (X)V (Y )
≤ 1 ⇒ 0 ≤ Ccorr(X,Y ) ≤ 1 (205)

Loi de répartition. Pour une somme de variables aléatoires Z = X + Y :

FZ(z) = P(Z < z) (206)

So Z < z alors X + Y < z donc Y < −x+ z d’où :

P (Z < z) =

¨
D
f(x, y) dxdy =

ˆ +∞

−∞

[ˆ +∞

−∞
f(x, y) dy

]
dx (207)

or :

ρZ(z) =
dF (z)

dz

=
d

dz

{ˆ +∞

−∞

[ˆ −x+z

−∞
f(x, y) dy

]
dx

}
=

ˆ +∞

−∞

d

dz

[ˆ −x+z

−∞
f(x, y) dy

]
dx

=

ˆ +∞

−∞
f(x,−x+ z) dx

(208)

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes :

f(x, y) = fX(x)fY (y) (209)

Dans ce cas :

fZ(z) =

ˆ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x) dx = (fX ∗ fY )(z) (210)

où ∗ désigne le produit de convolution.

Fonction caractéristique. On a :

ϕ(t) = eitZ = eit(X+Y ) = eitXeitY (211)

Si X et Y sont indépendantes :

ϕ(t) = eitXeitY (212)

F. Limites de probabilités

Convergence en probabilité.

∀ε > 0, ∀δ > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, P(|Xn − L| < ε) > 1− δ

i.e. P(|Xn − L| > ε) > δ
(213)

Inégalité de Markov. Soit Y une variable aléatoire, on a l’inégalité de Markov :

∀a > 0, P(Y ≥ a) ≤ Y

a
(214)
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Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On pose dans l’inégalité de Markov Y = (X − X)2, donc Y =

(X −X)2 = σ2
X . On pose a = ε2 > 0 donc :

P((X −X)2 ≥ ε2) ≤ σ2
X

ε2
⇒ P(X −X ≥ ε) ≤ σ2

X

ε2
⇔ P(X −X ≤ ε) ≥ 1− σ2

X

ε2
(215)

Loi des grands nombres. Soit (Xi)0≤i≤n une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.e. qui suivent la même loi). Soit la variable aléatoires Yn telle que :

Yn =
1

n

n∑
i=1

Xi

V (Yn) = V

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

V (Xi) =
1

n2
nσ2

X ⇒ σY =
σX√
n

(216)

où σX est l’écart-type de chaque variable Xi (étant identiquement distribuées, elles ont en particulier le même écart-
type).

Théorème central limite. On conserve les notations précédentes et on considère une gaussienne f(x) =
1√
2π

e−x
2/2. Soit ϕ(t) = TF[f ](t) = e−t

2/2. La fonction caractéristique de Yn est :

ϕYn(t) = eitYn = eit
∑n

i=1Xi =

n∏
j=1

eitXj =

n∏
j=1

eitXj = [ϕX(t)]n (217)

On passe au logarithme :

ln[ϕYn(t)] = n ln[ϕX(t)] (218)

On suppose sans perte de généralité que X = 0. Avec ϕX(t) ≃ 1 + iX + t2

2 X
2 + . . . , on a :

ln[ϕYn
(t)] = n ln[1− t2

2
X2 + . . . ] (219)

On réalise le changement de variable Zn = Yn−Yn

σY
√
n

. On a alors ϕZn
(t) = ϕYn

(
t

σY
√
n

)
donc :

ln[ϕZn
(t)] = ln[1− t2

2n
+ . . . ] = − t

2

2
+ f

(
1

n

)
(220)

Ainsi, quand n→ +∞ :

ϕZn
(t) = e−

t2

2 ⇒ Zn(t) =
1√
2π

e−z
2
n/2 (221)
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